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YUQORI TARTIBLI XUSUSIY
HOSILALI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR UCHUN
TESKARI MASALALARNI
O‘RGATISH METODIKASI

Murzambetova Mexriban Begdullayevna
F.-m. fanlari bo'yicha falsafa doktori (PhD)

Abstract: Ushbu maqolada yugqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalarni oliy ta’lim
muassasalarida o‘qitish metodikasining nazariy va amaliy jihatlari tahlil gilinadi. Teskari masalalar nazariyasi zamonaviy
amaliy matematikaning muhim yo‘nalishlaridan biri bo‘lib, u geofizika, tibbiy diagnostika, materialshunoslik hamda boshga
fan sohalarida keng qo‘llanilmoqgda. Tadqiqot natijalari teskari masalalarni o‘rgatishda ketma-ketlik tamoyiliga asoslangan
yondashuvni qo‘llash, to‘g'ri masalalar bilan mantiqgiy bog'liglikni shakllantirish hamda talabalarining nostandart muam-
molarni yechish ko‘nikmalarini rivojlantirish metodik jihatdan samarali ekanini ko‘rsatdi.

teskari masalalar, o‘qitish metodikasi, oliy matematika, pedagogik yondashuv, noto‘g‘ri go‘yilgan masalalar,
regulyarizatsiya usullari.

Annotatsiya: This article analyzes the theoretical and methodological aspects of teaching inverse problems for high-
er-order partial differential equations in higher education institutions. The theory of inverse problems is one of the key
areas of modern applied mathematics and is widely used in geophysics, medical diagnostics, materials science, and
other scientific fields. The research findings demonstrate that an effective teaching approach to inverse problems involves
a sequential methodology, establishing a strong conceptual link with direct problems, and developing students’ skills in
solving non-standard and ill-posed problems.

inverse problems, teaching methodology, higher mathematics, pedagogical approach, ill-posed problems,
regularization methods.
AHHOTaumA: B cTaTtbe paccmaTpyBalOTCs TEOPETUYECKME U METOAMYECKME acneKTbl 0byveHust obpaTHbIM 3agadam
ons anddepeHumnanbHbIX YpaBHEHUIA B YaCTHbIX MPOM3BOAHbIX BICOKOTO MOpsiAka B CUCTEME BbiCLLEro 0Opa3oBaHus.
Teopus 06paTHbIX 3agay SABMASETCH OOHUM W3 MPUOPUTETHBLIX HaMpPaBlEHWUN COBPEMEHHOW NMPUKIagHOW MaTeMaTuKu
N HaxoguT LUMPOKOE MPUMEHEHME B reodusnke, MEAVLIMHCKON AMarHOCTUKe, MatepuanoBefeHn 1 Opyrux obnacrax
Hayku. PesynbraTtbl MCCreAOBaHWUsi MOKasbiBaloT, YTO Npu obyyeHun obpaTtHbiM 3agavam 3hEKTUBHBIMU SBMASIOTCA
noaTanHbIN NOAXoA4, YCTaHOBMEHNE NIOrMYECKON CBS3N C NPSIMbIMU 3a4adYaMu, a Takke pasBUTUE Y CTyAEHTOB HaBbIKOB
peLleHnst HeCTaHOAPTHbIX 3a4ay.

06paTHbIe 3adayun, metogunka 06yquM;|, BbICLLAs MaTeMaTuka, negarormyeckuin Noaxod, HEeKop-
PEKTHO NnocTaBneHHble 3aaadn, MeTodbl perynapusauunn.

Yugqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalar zamonaviy amaliy matema-
tikaning eng murakkab va shu bilan birga dolzarb yo‘nalishlaridan biri hisoblanadi. Teskari masalalar nazari-
yasi XX asrning ikkinchi yarmidan boshlab A. N. Tixonov, M. M. Lavrentev, V. K. lvanov va boshga yetakchi
olimlarning fundamental tadgigotlari natijasida mustaqil ilmiy yo‘nalish sifatida shakllana boshlagan !"l. Ushbu
masalalar tabiatiga ko‘ra to‘g‘ri masalalardan sezilarli darajada farq qiladi: agar to‘g‘ri masalalarda berilgan diffe-
rensial tenglama va boshlang‘ich-chegaraviy shartlar asosida yechimni aniglash asosiy vazifa bo‘lsa, teskari
masalalarda ma’lum yechim yoki uning ayrim xususiyatlari orgali tenglama koeffitsiyentlari, manba funksiyalari
yoki chegaraviy shartlarni aniglash talab etiladi .

Teskari masalalar geofizikada yer osti tuzilmalarining parametrlarini aniglash, tibbiy tomografiyada biologik
obyektlarning tasvirini gqayta tiklash, materialshunoslikda ichki nugsonlarni aniglash hamda ekologik moni-
toringda ifloslantiruvchi manbalarni lokalizatsiya qilish kabi ko‘plab amaliy sohalarda samarali qo‘llaniimoqda E!.
Shu bilan birga, oliy ta’lim amaliyoti teskari masalalarni o‘qitish jarayonida muayyan metodik murakkabliklar
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mavjudligini ko‘rsatadi. Jumladan, talabalarning to‘g‘ri go‘yilgan masalalardan noto‘g‘ri qo‘yilgan masalalarga
bosgichma-bosqgich o‘tishi muhim konseptual tayyorgarlikni talab giladi ®. Shuningdek, teskari masalalar
nazariyasida funksional tahlil, operatorlar nazariyasi va variatsion hisoblash kabi zamonaviy matematik appa-
ratlarning qo‘llanilishi talabalarda chuqur nazariy bilim va analitik fikrlash ko‘nikmalarini shakllantirish zaruratini
yuzaga keltiradi .

Tadqiqot adabiyotlar tahlili metodiga asoslanib amalga oshirildi, bunda mahalliy va xorijiy ilmiy-peda-
gogik adabiyotlar, metodologik nashrlar hamda o‘quv qo‘llanmalar tizimli ravishda o‘rganildi. Teskari masalalar
nazariyasining klassik asoslari A. N. Tixonov tomonidan noto‘g‘'ri qo‘yilgan masalalar uchun ishlab chigilgan
regulyarizatsiya nazariyasi doirasidagi fundamental tadqiqotlarda shakllantiriigan ™. Tixonov regulyarizatsiya
usuli teskari masalalarni yechishning universal metodlaridan biri sifatida e’tirof etilib, noto‘g‘ri qo‘yilgan opera-
torli tenglamalarni yaqinlashuvchi to‘g‘ri qo‘yilgan masalalar ketma-ketligi orqali yechish g‘oyasiga asoslanadi.
M. M. Lavrentev tomonidan esa teskari masalalarning yagonaligi hamda shartli korrektligi muammolari chuqur
ilmiy tahlil gilingan ©,

Zamonaviy tadgiqotlarda V. G. Romanov, S. I. Kabanixin va boshqa yetakchi olimlar tomonidan xususiy
hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalarning turli sinflari bo'yicha ularni qo‘yish, yechish va
regulyarizatsiya qilishning samarali metodlari ishlab chigilgan 1. Ushbu ishlar teskari masalalar nazariyasining
nazariy asoslarini yanada mustahkamlash bilan birga, ularning amaliy go‘llanilish imkoniyatlarini ham kengay-
tirishga xizmat qilmoqda.

Pedagogik nugtai nazardan, teskari masalalarni o‘rgatish masalasi bir gator tadgiqotchilarning ilmiy
ishlarida atroflicha yoritilgan. Xususan, S. I. Kabanixin va A. A. Shishlenin teskari hamda noto‘g'ri qo‘yilgan
masalalar bo‘yicha o‘quv kurslarini tashkil etishning muhim metodologik tamoyillarini taklif etgan ©. Ularning
ta’kidlashicha, o‘quv kursini loyihalashda ketma-ketlik tamoyiliga amal qilish, ya’'ni sodda misollardan murakkab
nazariy tushunchalarga bosgichma-bosqich o'tish, har bir mavzuni amaliy masalalar bilan bog‘lash orqali moti-
vatsiyani oshirish, geometrik va fizik interpretatsiyalar asosida vizualizatsiyadan foydalanish hamda matemati-
kaning turli bo‘limlarini integratsiyalash muhim ahamiyat kasb etadi.

Shuningdek, V. G. Romanov va uning hamkasblari teskari masalalar nazariyasini o‘rgatishda to‘g'ri
masalalar bilan o‘zaro mantigiy bog'liglikni ta’minlash zarurligini asoslab bergan ©. Ularning tavsiyalariga ko‘ra,
talabalar dastlab to‘g‘'ri masalalarni yechish texnikasini puxta egallashi, shundan so‘ng teskari muammolarning
mohiyati va o‘ziga xos xususiyatlarini chuqur anglab yetishi lozim. I. V. Prilepko va boshga mualliflar esa
xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalarni ilmiy asoslangan tasniflash hamda ularning
turli sinflarini ketma-ket o‘rgatish metodikasini ishlab chiggan "%,

Tadgiqot jarayonida tizimli-tahliiy hamda mantigiy-pedagogik yondashuvlar asosiy metodlar sifatida
go‘llanildi. Yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalarni o‘gitish metodikasi
mavjud ilmiy manbalar, klassik hamda zamonaviy tadqgiqotlar asosida kompleks tarzda o‘rganildi. Adabiyotlar
sharhi doirasida noto‘g'ri qo'yilgan masalalar, regulyarizatsiya usullari va ularning didaktik imkoniyatlari ilmiy
jihatdan tahlil qilindi. Tagqoslash va umumlashtirish metodlari yordamida turli pedagogik yondashuvlarning
samarali jihatlari aniglanib, ularning o‘quv jarayoniga tatbiq etish imkoniyatlari asoslab berildi.

Tadgiqotning amaliy gismida pedagogik kuzatuv, tahliliy sintez hamda hisoblash eksperimentlari metod-
laridan foydalanildi. Talabalarning teskari masalalarni o‘zlashtirish jarayoni bosgichma-bosqich kuzatilib,
an’anaviy va zamonaviy o'gitish metodlarining samaradorligi giyosiy tahlil gilindi. Olingan natijalar jadval va
statistik ko‘rsatkichlar asosida qayta ishlanib, mantigiy va ilmiy asoslangan xulosalar chigarildi. Ushbu meto-
dologik yondashuv nazariy bilimlar bilan amaliy ko‘nikmalar integratsiyasini ta’minlashga hamda talabalarning
analitik va tadgigotchilik kompetensiyalarini rivojlantirishga yo‘naltirilgan.

Adabiyotlar tahlili va pedagogik tajriba natijalarini umumlashtirish asosida yuqori tartibli xususiy hosilali
differensial tenglamalar uchun teskari masalalarni o‘rgatishning samarali metodikasi bir gator muhim kompo-
nentlarni o'z ichiga olishi zarurligi aniglandi. Eng avvalo, o‘quv jarayonini to‘g‘ri qo‘yilgan masalalardan boshlab,
bosqgichma-bosqich teskari masalalarga o'tish strategiyasi metodik jihatdan magsadga muvofiq hisoblanadi.
Dastlabki bosqichda talabalar klassik to‘g'ri masalalarni, xususan issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi, to‘lgin
tenglamasi va Laplas tenglamasi uchun boshlang‘ich—chegaraviy masalalarni puxta o‘zlashtirishlari lozim.
Shundan so‘ng, oddiy teskari masalalar, jumladan koeffitsiyentlarni aniglashga oid masalalar qo‘shimcha o‘lchov
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ma’lumotlari asosida o‘quv jarayoniga Kkiritilishi mumkin. Ushbu bosgichda talabalar teskari masalalarning
asosiy xususiyatlarini, ya’'ni berilgan ma’lumotlarning ortigchaligi, yechimning ayrim hollarda noyagonaligi yoki
yechimning ma’lumotlarga uzluksiz bog‘liq emasligini intuitiv darajada anglay boshlaydilar. Keyingi bosgichda
esa noto‘g‘ri qo'yilganlik tushunchasi va Adamar klassifikatsiyasi izchil ravishda tushuntirilishi, shundan so‘ng
regulyarizatsiya usullari, jumladan Tixonov regulyarizatsiyasi, variatsion va iteratsion usullar nazariy hamda
amaliy jihatdan chuqur o‘rganilishi magsadga muvofiqdir.

Teskari masalalarni o‘rgatishda amaliy motivatsiyaning ahamiyati alohida o'rin tutadi. Har bir yangi nazariy
tushuncha real amaliy masalalar kontekstida bayon etilishi orgali uning mazmuni talabalarga yanada tushunarli
bo‘ladi. Masalan, geofizik teskari masalalarni yoritishda yer osti qatlamlari zichligini seysmorazvedka ma’lu-
motlari asosida aniglash jarayonini misol sifatida keltirish mumkin. Tibbiy tomografiya bilan bog‘liq masalalarni
tushuntirishda esa rentgen nuri yoki magnit-rezonans tomografiya asosida ichki organlar tuzilishini qayta
tiklash jarayonlari samarali ilustrativ vosita bo'lib xizmat giladi. Ekologik masalalar kontekstida atmosfera yoki
suv havzalaridagi ifloslantiruvchi manbalarni aniglash muammolari ko'rib chigilishi mumkin Bl. Bunday amaliy
misollar talabalarning o‘quv materialiga bo‘lgan qizigishini oshirib, nazariy tushunchalarning real hayotdagi
ahamiyatini chuqurroq anglashlariga yordam beradi.

Zamonaviy hisoblash texnologiyalari va dasturiy vositalardan foydalanish teskari masalalarni o‘rgatish
metodikasining muhim tarkibiy gismi hisoblanadi. MATLAB, Python yoki maxsus dasturiy paketlar, jumladan
MATLAB Inverse Problem Toolbox yordamida talabalar teskari masalalarni sonli yechish, regulyarizatsiya para-
metrlarini optimal tanlash hamda shovqinli ma’lumotlar bilan ishlash bo‘yicha muhim amaliy ko‘nikmalarga ega
bo‘ladilar ®. Hisoblash eksperimentlari noto‘g'ri gqo'yilganlik va regulyarizatsiya tushunchalarini vizual va intuitiv
darajada tushunishga xizmat qiladi.

Teskari masalalarni samarali o‘rgatish interdissiplinar yondashuvni talab etadi. Ushbu nazariya funksional
tahlil, operatorlar nazariyasi, variatsion hisoblash, ehtimollar nazariyasi, matematik statistika va sonli usullar
kabi matematikaning turli bo‘limlarini o‘zaro uyg‘unlashtiradi. Shu bilan birga, fizika, geofizika, tibbiyot va
muhandislik fanlari bilan ham bevosita bog‘liqdir. Shu sababli talabalar matematik modellar bilan amaliy fanlar
o'rtasidagi uzviy bog‘liglikni anglab yetishlari muhim hisoblanadi . Bu esa o‘quv dasturlarini ishlab chigishda
fanlararo koordinatsiya va integratsiyani ta’minlashni talab etadi.

Talabalarning mustaqil tadgiqot faoliyatini rag‘batlantirish teskari masalalarni oqitish samaradorligini
yanada oshiradi. Kurs ishlari, bitiruv malakaviy ishlari yoki magistrlik dissertatsiyalari doirasida konkret teskari
masalalarni tanlash, adabiyotlar bilan mustaqil ishlash, sonli tajribalar o‘tkazish va natijalarni ilmiy tahlil qgilish
talabalarning ilmiy tafakkuri hamda tadqigotchilik kompetensiyalarini rivojlantirishda muhim o'rin tutadi.

Shu bilan birga, o‘quv jarayonida muayyan metodik muammolar mavjudligi ham kuzatiladi. Jumladan,
teskari masalalar nazariyasining yuqgori matematik murakkabligi ayrim talabalar uchun murakkablik tug‘di-
rishi mumkin ®l. Mazkur holatni bartaraf etish magsadida o‘quv kurslarini talabalar tayyorgarlik darajasiga mos
ravishda differensiallashtirish, qo‘shimcha mashg‘ulotlar va konsultatsiyalar tashkil etish magsadga muvofiqdir.
Amaliy mashg‘ulotlar uchun zarur hisoblash resurslari va dasturiy vositalar masalasi esa ochiq kodli platfor-
malar va bulutli hisoblash texnologiyalaridan foydalanish orgali samarali hal etilishi mumkin. Shuningdek,
teskari masalalar bo'yicha o‘zbek tilidagi o‘quv adabiyotlarini yaratish, xorijiy manbalarni tarjima qilish va
moslashtirish ushbu yo‘nalishdagi metodik bazani mustahkamlashga xizmat qiladi. Soha tez rivojlanib borayot-
ganini hisobga olib, o‘qgituvchilarning doimiy ravishda malaka oshirib borishi, ilmiy anjumanlarda gatnashishi va
xalgaro hamkorlikni yo‘lga go‘yishi ham muhim ahamiyat kasb etadi.

Teskari masalalarni o‘rgatish samaradorligini baholash magsadida pedagogik tajriba natijalari chuqur tahlil
qgilindi. Keyingi bo‘limda turli pedagogik yondashuvlarning talabalarning o‘zlashtirish darajasiga ta’siri jadval va
statistik ko‘rsatkichlar asosida yoritiladi (1-jadval).

1-jadval: Pedagogik yondashuvlarning samaradorligi

: Talabalarning tushunish Amaliy masalalarni Umumiy o‘zlashtirish
el SRS N darajasi (%) yechish ko’nikmalari (%) ko‘rsatkichi (%)

An’anaviy ma’ruza usuli 58 45

Amally mlsollar bilan 76 68 72
integratsiyalashgan usul

I-!lsobla§!'1 eksperimentlari bilan 82 79 80.5
birlashtirilgan usul

Interdissiplinar yondashuv 85 83 84
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Jadval ma’lumotlari shuni ko‘rsatadiki, zamonaviy pedagogik yondashuvlar, xususan hisoblash eksperi-
mentlari va fanlararo (interdissiplinar) integratsiya asosida tashkil etilgan o‘qitish usullari an’anaviy metodlarga
nisbatan yuqori samaradorlikka ega. O‘tkazilgan tahlil natijalariga ko'ra, ushbu yondashuvlar talabalarning
o‘rganilayotgan materialni nazariy tushunish darajasini o‘rtacha 27 % ga, amaliy ko‘nikmalarini esa 38 % ga
oshirishga xizmat gilgan. Ushbu ko‘rsatkichlar teskari masalalarni o‘gitishda zamonaviy metodlarning go'llani-
lishi ta’lim jarayonining sifatini oshirishda muhim ahamiyatga ega ekanini tasdiglaydi (2-jadval).

2-jadval: Teskari masalalarni o‘rgatishda uchraydigan asosiy qiyinchiliklar

Qiyinchilik turi Qiyi’(‘sz::f':i%’)ajaSi Talabalar foizi (%) sa':"a’::;frﬁgis:}, %
Noto‘g'ri go‘yilganlik kontseptsiyasini tushunish 8.5 73 65
Funksional tahlil apparatini go’llash 9.0 81 58
Regulyarizatsiya parametrini tanlash 8.8 78 62
Amaliy masalalarni matematik modelga keltirish 7.2 64 71
Sonli algoritmlarni dasturlash 6.8 59 75

Ikkinchi jadval tahlili natijalari shuni ko‘rsatadiki, talabalar duch keladigan eng asosiy murakkablik funk-
sional tahlil apparatini amaliy qo‘llash bilan bog‘liq bo'lib, respondentlarning 81 % ida ushbu holat gayd etilgan.
Shu bilan birga, sonli algoritmlarni dasturlashga oid giyinchiliklar nisbatan tez bartaraf etiladigan masalalar
sirasiga kiradi, chunki zamonaviy dasturiy muhitlar hamda tayyor kutubxonalar mavjudligi bu jarayonni sezilarli
darajada yengillashtiradi.

Bundan tashqari, regulyarizatsiya parametrini optimal tanlash masalasi alohida pedagogik e’tiborni talab
etadi, chunki ushbu jarayon chuqur nazariy tayyorgarlik bilan bir gatorda amaliy tajriba va intuitiv yondashuvni
ham shakllantirishni tagozo etadi. Olingan natijalar o‘quv dasturlarini takomillashtirish jarayonida murakkablik
darajasini hisobga olgan holda ta’lim resurslarini samarali va maqsadli tagsimlash imkonini beradi.

XULOSA VA TAKLIFLAR

Yugqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalarni o‘rgatish zamonaviy oliy
matematik ta’limning muhim yo‘nalishi bo'lib, u nafagat nazariy bilimlar berishni, balki talabalarning murakkab
amaliy muammolarni yechish qgobiliyatini rivojlantirishni ham ko‘zda tutadi. Tadgiqot natijalari shuni ko‘rsat-
diki, samarali o‘qitish metodikasi quyidagi asosiy tamoyillarga asoslanishi kerak: to‘g‘ri masalalardan teskari
masalalarga ketma-ket o‘tish, har bir nazariy tushunchani amaliy misol bilan motivatsiyalash, zamonaviy
hisoblash vositalari va dasturiy ta’'minotdan foydalanish, interdissiplinar yondashuvni qo‘llash hamda tala-
balarning mustaqil tadqiqot faoliyatini rag‘batlantirish. Teskari masalalarni o‘rgatishda uchraydigan asosiy
giyinchiliklar - yuqori matematik abstraksiya darajasi, noto‘g‘ri qo‘yilganlik kontseptsiyasining noodatiy tabiati,
regulyarizatsiya usullarining murakkabligi - maxsus pedagogik strategiyalar orqali bartaraf etilishi mumkin.

Kelajakda teskari masalalar bo‘yicha ozbek tilida to‘liq o‘quv-uslubiy komplekslar yaratish, zamonaviy
mashinali o'gitish va sun’iy intellekt usullarini teskari masalalarga tatbiq etishni o‘rgatish, hamda xalgaro
tajribani o‘rganish va adapt gilish bo‘yicha ishlarni davom ettirish magsadga muvofiqdir. Teskari masalalar
nazariyasi fagat matematik fanlar uchun emas, balki turli amaliy sohalar uchun ham muhim bo‘lganligi sababli,
bu yo‘nalishdagi ta’limni rivojlantirish milliy igtisodiyotning innovatsion rivojlanishiga hissa go‘shadi va yuqori
malakali mutaxassislar tayyorlash imkonini beradi.

Yuqori tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun teskari masalalarni o‘gitishda bosqich-
ma-bosgich metodik yondashuvni joriy etish magsadga muvofiqdir. O‘quv jarayonida amaliy misollar, hisoblash
eksperimentlari va zamonaviy dasturiy vositalardan keng foydalanish talabalar bilimini chuqurlashtiradi. Shun-
ingdek, interdissiplinar integratsiya va mustaqil tadgiqot topshiriglarini kengaytirish o‘gitish samaradorligini
oshiradi.
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Pedagogika fanlari

Pedagogika nazariyasi. Pedagogik ta’limotlar tarixi

Ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi (sohalar bo‘yicha)
Maxsus pedagogika

Jismoniy tarbiya va sport mashg‘ulotlari nazariyasi va metodikasi
Kasb-hunar ta’limi nazariyasi va metodikasi

Elektron ta’lim nazariyasi va metodikasi (ta’lim sohalari va bosgichlari bo‘yicha)
Ta’limda menejment

Maktabgacha ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi

ljtimoiy pedagogika

Tarix fanlari

Psixologiya fanlari

Fizika-matematika fanlari

Kimyo fanlari

Biologiya fanlari

Falsafa fanlari

Filologiya fanlari

Geografiya fanlari
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