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KARALLI VA TAKRORIY
LIMITLAR ORASIDAGI BOGLIQ

Mambetturdiyev Muxammedali
Nukus davlat pedagogika instituti stajer-o‘gituvchisi

Annotatsiya: Mazkur magolada funksiyalarning karrali (ko‘p o‘zgaruvchili) limiti bilan takroriy (birin-ketin olinadigan)
limitlar orasidagi nisbatlar, umumiy va yetakchi nazariy natijalar, shuningdek kontrmisollar yordamida limitlar tartibini
almashtirish mumkinligi va mumkin emasligiga doir shartlar tahlil qilinadi. Epsilon—delta ta'riflariga, Hayne talginiga
tayangan holda, “karrali limit mavjud bo‘lsa — takroriy limitlar ham mavjud va ular teng” degan klassik fakt isboti beriladi.
Shu bilan bir qatorda, takroriy limitlar teng bo'lishi karrali limit mavjudligini kafolatlamasligi kontrmisollar bilan ko‘rsati-
ladi. Mur—Osgud teoremasining funksiyalar va qo‘sh indeksli ketma-ketliklar uchun shakllari keltirilib, bir joydagi barqaror
(birxil) yaqinlashish sharti ostida limitlar tartibini almashtirish qonuniyligi asoslanadi. Masalalar yechish, funksional tahlil,
sonli usullar va PDE chegaraviy masalalarida limitlar tartibini ehtiyot bilan almashtirish zarurati muhokama gilinadi.

karrali limit, takroriy limit, limitlar tartibini almashtirish, birxil yaginlashish, Mur—-Osgud teoremasi, kontrmisol,
ikki karrali limit, go‘sh ketma-ketlik.
Abstract: This paper studies the relationship between multiple limits of multivariable functions and iterated limits, pre-
senting rigorous conditions for interchanging the order of limit operations and counterexamples that expose pitfalls. Using
definitions and the Heine formulation, we prove the classical fact that if a multiple limit exists, then both iterated limits exist
and are equal to it. We show that equality of iterated limits does not ensure the existence of the multiple limit. Versions
of the Moore—Osgood theorem for functions and double sequences are stated to guarantee interchange under uniform
convergence. Applications to analysis, numerical methods, and boundary value problems for PDEs are discussed.

multiple limit, iterated limit, interchange of limits, uniform convergence, Moore—Osgood theorem, counterex-
ample, double limit, double sequence.
AHHOTaumsA: B cTatbe uccnegyercs B3avMOCBS3b MeXAy MHOXECTBEHHbIMU (ABYMS M Gornee nepemMeHHbIMU) npeae-
namMun yHKLUMIN 1 NOBTOPHBIMU Npeaenamu, 4alTcs CTPorne yCrnoBms AOMyCTUMOCTU NepeCcTaHOBKN NpeaenbHbiX nepe-
XOOO0B 1 NMPUBOASATCH KOHTPNPUMEPDI, AEMOHCTPUPYHOLLIME BO3MOXHbIE NOBYLLUKW. Ha OCHOBe onpegeneHvun n nHtepnpe-
Taumm XeviHe JOKa3blBAETCH KNAacCUYeCKMIn (DaKT: eCnn CyLLEeCTBYET MHOXXECTBEHHbIN Npeaen, TO CYLLEeCTBYIOT 1 PaBHbI
eMy NoBTOpHbIe npefensbl. MNoka3aHo, YTO PaBEeHCTBO MOBTOPHLIX MPEAENoB HE rapaHTUMpPYyeT CyLeCTBOBaHWE MHOXe-
CTBEHHOro npegena. N3naratorca BapuaHTel Teopembl Mypa—Ocryga ons yHKLUn 1 4BONHBLIX NOCreoBaTensHOCTEN,
obecneynBaroLLme NepecTaHoBKY NPeaenoB Npu paBHOMEPHON cxognmocTu. ObeyaaTcs NPUNoXeHns B 3agadax aHa-
n13a, YACMNEHHbIX METOAO0B U KpaeBblX 3af4a4ax ypaBHEHUIN B HaCTHbIX MPOU3BOOHbIX.

MHOXXECTBEHHbIN Mnpenen, NMoBTOPHbLIA Npeaer, nepecrtaHoBKa NPeAenoB, paBHOMeEpHas cXoau-
MOCTb, TeopeMa Mypa—Osgood, KOHTpNpuMep, OBOMHOW Npeaer, ABOMHas NocrnegoBaTeNlbHOCTb.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar tahlilida (x,y) —>(a,b) holatdagi karalli limit (ikki karrali limit) va takroriy
limitlar — masalan, avvalo ¥y = b, so'’ng x — a yoki aksincha — o‘rtasidagi bog'ligni tushunish nazariy va
amaliy jihatdan muhimdir. Chiziglilashtirish, joylarda almashinuvchi tartibli chegara operatsiyalari (integral,
hosila, gatorlar, operatorlar bilan aralash) kabi jarayonlarda shoshma-shosharlik bilan limitlar tartibini almash-
tirish notekislikka va noto‘g‘ri natijalarga olib kelishi mumkin "2, Magolaning magsadi:

(i) karalli limit mavjudligi takroriy limitlarning mavjudligi va tengligini ta’minlashini aniq va qisqa isbot bilan
ko‘rsatish;

(ii) aksiy holda teng takroriy limitlar karalli limit mavjudligini kafolatlamasligini klassik kontrmisollar orgali
asoslash;
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(iii) Mur—Osgud teoremasi kabi yetarli shartlarni joriy etib, limitlar tartibini almashtirish mumkin bo‘lgan toifalarni
belgilash;

(iv) go'sh indeksli ketma-ketliklar uchun parallel natijalarni berish;

(v) amaliy sohalarda yuqoridagi natijalarning ahamiyatini muhokama qilish.

Tadgiqot umumiy tahlilning & — ¢ so‘ng ta’rifi va Hayne talqini (yaginlashuvchi ketma-ketliklar orqali limit)
ga suyanadi "Bl Birinchi natija — karalli limit mavjud bo‘lsa, takroriy limitlar mavjud va teng — to‘g‘ridan to‘'g'ri
& —0 , asosda isbotlanadi. Kontrmisollar konstruktsiyai uchun model funksiyalar tanlanadi:

(i) kardinal yo‘llarga bog‘liq o‘’zgaruvchan chegaraga ega funksiya (masalan, f(x,y)= xy/(x2 +y2)) orqali
karalli limit yo‘qligini, biroq takroriy limitlar tengligini ko‘rsatish;

(i) f(x,y)=(x*—=y*)/(x*+ ") orqali takroriy limitlarning o‘zi ham tartibga sezgir ekanini namoyish etish.

Mur—Osgud teoremasi uchun birxil yaginlashish tushunchasi markaziy o'rin tutgani sababli, biz uning funk-
siyalar va qo‘sh ketma-ketliklar uchun variantlarini bayon gilamiz 2“8l [kkilamchi ravishda polyar koordinata-
lardan foydalanib, (0, 0) atrofidagi yo‘lga bog‘liq chegaralarni interpretatsiya gilishdan ham foydalanamiz.

Karalli limit mavjudligi takroriy limitlarni ta’minlaydi. Farz gilaylik, /(x,») funksiyaning (x,»)— (a,b) da
karalli limiti mavjud bo'lib, L ga teng. Demak, har bir £ >0 uchun shunday & >0 topiladiki, agar 0 <|x —a |< o
va lirrolf(x,y) =—1 agar 0<|y—b|<9 bo'lsa, | f(x,y)—L|<& . Endi xohlagan, |x,—a|<d deb olingan X,
ni b;Tg;iIaylik. U holdada y — b da, ya'ni 0<| y—b|< S bo‘lganda, (x,,y) juftik (a,b) ga & -yopiqlikda yagqin,
shuning uchun | f(x,,»)—L|<é&. Bu f(x,,») uchun ¥ —b da limit mavjud va L ekanini anglatadi. Demak,
lim /(x,,») =L, va keyin x,—~a olib borilsa, limlim f(x,y)=L . Xuddi shunday, limlim f(x,y)=L .

Shunday qilib, karalli limit mavjud bo‘lsa, har ikki takroriy limit ham mavjud va L ga teng [ Bl Bu fakt ba’zi o'‘quv
go‘llanmalarda “ochigdan-ochig” deb baholanadi; masalan, mualliflardan biri ta’kidlaganidek, “limitlar tartibini

almashtirish har doim ham mumkin emas, lekin haqiqiy karalli limit mavjud bo‘lsa — u holda muammo yo‘q”. Bu
fikrga biz go‘shilamiz, zero isbot & — & - ramkaga juda tabiiy joylashadi.

Teng  takroriy limitlar  karalli limit  mavjudligini kafolatlamaydi. Klassik  kontrmisol:
f(x,y)=xy/(x*+ ), £(0,0):=0. Fiks gilingan y # 0 uchun x — 0 da f(x,y) — 0; keyin »—0 da 0. Shun-
ingdek, fiks gilingan x#0 uchun ¥ =0 da f(x,y) = 0; keyin * = 0da 0. Demak, har ikki takroriy limit 0 ga
teng. Birog karrali limit mavjud emas: chunkiyo'l ¥ =x bo'ylab (x,x) — (0,0) ketilsa, f(x,x)=x*/(2x*)=1/2
, yo'l ¥=—X bo'ylab esa f(x,—x)=-1/2. Yo'lga qgarab chegara qgiymatlari farq giladi, shuning uchun
(x,y)—> (0,0) da karalli limit mavjud emas -7, Takroriy limitlar turli tartibda turlicha bo‘lishi mumkin. Masalan,
f(x,y)=(x*?y")/(x* + %), £(0,0):=0.Agaravval x>0, so'ng ¥y = 0 desak: fiks ¥ #0 uchun g(y) > L ,
keyin 1yi£13(—1)=—1. Aks tartibda: fiks x#0 uchun lyiir(}f(x,y)zl, keyin £i£r011=1. Demak, takroriy limitlar
mavijud, lekin ular turlicha. Bu natija tartib almashishning umumiy holda noto‘g‘ri ekanini yaqgol ko‘rsatadi &[],

Mur—Osgud teoremasi (funksiyalar uchun variant). Qulaylik uchun quyidagi shakini keltiramiz: 4 < R,b € R
atrofidagi yaqinlashuvni qarang. Har bir ¥ € B uchun !Cigalf(x,y) = g(y) mavjud bo'lsin va bu yaqinlashish

y € B da birxil bo'lsin. Shu bilan birga lim g(y) =L mavjud bo‘lsin. U holda ( yl)ln(i h)f(x:y)=L mavjud va
y%b x,y)—=>(a,
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limlim f(x,y) =limlim f(x,y) = L. Isbot g'oyasi: £>0 berilganda, avval x—a da f(x,y)—>g(») birxil
y—b x—>a

x—a y—b

yaginlashadi, demak shunday &, borki, |x—a|<d, bo‘lganda | f(x,y)—g(y)|<&/3 barcha y€B uchun
bajariladi. Keyin ¥ —>b da g(y) > L, shunday » — 0 topiladiki, | y —b|< 5, bo'lsa | g(y)—L|<&/3. U holda
uchburchak tengsizligi orqali | f(x,») —L|S|f - g|+|g — L|<2¢/3 va zarur yaqinlashish ta’minlanadi 2. Bu
shartlar limitlar tartibini gonuniy almashtirish imkonini beradi.

Qo'sh indeksli ketma-ketliklar uchun Mur—Osgud. Agar a,,, ketma-ketiikda n -« da a,, — b, yagin-

n,m
n—om—sn m—wo x—>n (n,m)—mo

lashishi m bo‘yicha bir xil bo'lsa va b, — L bo'lsa, u holda limlima, , =limlima,, = lim a,,6=L. Bu
yerda “(n,m) — o0 ” deganda ikkala indeks ham cheklanmas o‘sishi nazarda tutiladi - .. Birxillik talabi markaziy
ahamiyatga ega; aks holda tartib almashishbop emasligiga misollar oson topiladi.

Yetarli shartlarning boshga ko‘rinishlari. Amalda quyidagi kabi sharhlar qulay: Agar f(x,y) atrofdagi ayrim
to‘plamda y bo‘yicha uzluksiz funksiyalar sinfiga kirsa va x —a da f(x,y) — g(»)birxil yaginlashsa, u holda
karalli limit mavjud va limitlar tartibini almashtirish mumkin . Agar f(x,y) (a,b) atrofida uzluksiz bo‘lsa, u
holda anigki, (x,yl)iil}a,b)f(x’ y)= f(a,b) va har ikki takroriy limit ham shu giymatga teng [} B,

Polyar koordinatalar orqali yo‘llarga bog'liglik. (0,0) atrofidagi ko‘plab kontrmisollar » =0 , lyiir(}(—l):—l
6 o‘zgaruvchi bo‘lgan f'(rcos@,rsinf) shaklda kuzatilganda oydinlashadi: agar chegara @ ga bog‘liq golsa,
karalli limit mavjud emas. Masalan, f(x,y)=xy/ (x> +y°) =%sin20 — r dan mustaqil (8 ga bog'liq) chegara

beradi; demak, karalli limit yo‘q, biroq yuqgorida ko‘rganimizdek, takroriy limitlar O bo‘lishi mumkin.

Limitlar tartibini almashtirish — ehtiyotkorlik talabi. Ustozlar shunday ogohlantiradilar: “Limitlar tartibini chek-
lovsiz almashtirishga ishonish xavfli; ishonch uchun birxil yaginlashish yoki boshga yetarli shart zarur” ' 2, Bu
igtibosga munosabatimiz: bunday ogohlantirish nafaqat nazariy, balki amaliy giymatga ega. Hagiqatan ham,
sonli sxemalarda tor ishoralangan parametr ¢ — 0 bilan tor joydagi tortishuvlar ko‘p uchraydi; limitlar tartibi
noto‘g‘ri tanlansa, modelning chegaraviy rejimi noto‘g'ri interpretatsiya gilinishi mumkin. Yuqoridagi natijalar bir
nechta muhim xulosalarga olib keladi.

Birinchidan, karalli limit mavjud bo‘lsa, takroriy limitlarga o'tish xavfsiz: & —J ta'rif bevosita kafolat beradi.

Ikkinchidan, amaliy hisob-kitoblarda tez-tez uchraydigan “avval bir parametrni nolga olib borish, keyin
ikkinchisini” amalining natijasini karalli limit bilan tenglashtirish mumkin emas — kontrmisollar bunga shahodat.
Shunga ko‘ra, hisobning bir yo‘lidan boshqasiga o‘tishdan avval birxil yaqginlashish, monolitlik, yoki go‘shimcha
uzluksizlik kabi yetarli shartlar tekshirilishi shart.

Uchinchidan, qo'sh indeksli ketma-ketliklar masalasida ham vaziyat o‘xshash: jadval ko'rinishida berilgan
a, ,, larda tartibni almashtirishga shoshilmasdan, birxil yaqginlashish kabi shartlar o‘rnini topishi kerak 1} 1],

Bundan tashqari, integral va hosila bilan limitlarni almashtirish masalalarida ham xuddi shunday mezonlar
go‘llaniladi: masalan, Lebeg integralida dominant yaginlashish yoki cheklangan yaqinlashish teoremalari yetarli
sharoitlarni ta’minlaydi, hosila bilan limitni almashtirishda esa Kirshbraun, Arzela—Askoli kabi nazariy vositalar
yordam beradi B 1, Garchi bizning magsadimiz ana shu operatorlar bilan mukammal ishlash bo‘Imasa-da,
umumiy tamoyil o‘zgarmas: limitlar tartibini almashtirishni qonuniylashtiruvchi biror “ixtiyoriy emas” shart talab
etiladi.

Amaliy yo‘nalishlarda — PDE chegaraviy masalalarida parametr & — 0, tor chegara effekti, yoki gatlam-
lashgan chegaraviy qatlamlar kabi hodisalarda — limit tartibi fizik ma’noni o‘zgartirishi mumkin. Masalan, avval
tor chegarani “yo‘q qilish”, keyin vaqt katta chegarasiga o‘tish bilan aks tartibdagi o'tish turlicha effektiv model-
larga olib kelishi mumkin. Bu esa nazariy mavhumlik emas, balki injenerlik qarorlari uchun hal giluvchi farq
hisoblanadi. Shuning uchun tekis yaginlashishni tekshirish va yetarli sharoitni aniglash amaliy jihatdan ham
katta ahamiyatga ega.
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Mur—Osgud teoremasi nima uchun “ishlaydi”? Chunki u ichki limitning namoyon bo'lishini tashqgi parametr
bo‘yicha barqarorlashtiradi. Ya'’ni x—>a da f(x,y)— g(») yaqqol birxil nazorat ostida bo‘ladi; bu nazorat
keyin y—>b bosqgichida umumiy &—J mantiqga uzatilib, umumiy limitni tiklaydi. Birxil yaqinlashish talabi,
shuning uchun, tasodifiy emas — u limitlar tartibini “bir xil tezlikda” yaqinlashtirish orgali muvofiglashtiradi 2 I,
Qo'sh indeksli ketma-ketliklarda ham xuddi shu mantiq: n —> da a, , — b, ixtiyoriy m uchun emas, balki m
bo‘yicha birxil tezlikda amalga oshsa, keyin m — o« bosgichini ishonch bilan qo'yish mumkin bo‘ladi. Agar bu
bargarorlik yo‘q bo‘lsa, limitlar turli tartibda turlicha chigishi ehtimoli katta. Bunday holatlar statistik hisoblarda,
tor kesimli namunada chegaraviy giymatlarni baholashda to‘qnash keladi .

Nihoyat, kontrmisollar mavzusi. f(x,y)=xy/(x*+y°) va (x*=»")/(x* +y*) kabi modellar o‘quv

va tadqgiqgotda “signal beruvchi chiroq” vazifasini bajaradi: ular limitlar tartibini beparvo almashtirish mumkin
emasligini, hamda bir garashda “barchasi joyida” ko‘ringan holatda ham karalli limit yo‘qga chiqgishi mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Yana bir usul — polyar koordinatalarda @ ga bog'liq chegarani ko‘rsatish — karalli limit mavjud
emasligining geometrik intuitsiyasini mustahkamlaydi.

Karalli limit mavjud bo‘lgan hollarda har ikki takroriy limit ham mavjud bo‘lib, ular o‘zaro teng bo‘lishi ta’rifdan
to‘g‘ridan to‘g’ri kelib chigadi. Biroq takroriy limitlarning tengligi karalli limit mavjudligini avtomatik tarzda kafo-
latlamaydi, chunki yo‘lga bog‘liq chegaralarning mavjudligi bunday holatni inkor etishi mumkin. Shu sababli
limitlar tartibini almashtirish masalasida yetarli va aniq shartlarning bajarilishi zarur bo‘lib, Mur—Osgud teorema-
sida keltirilgan bir xil yaginlashish ushbu shartlarning eng muhim va tipik namunasini tashkil etadi. Xuddi shu
yondashuv qo‘sh indeksli ketma-ketliklar uchun ham amal giladi: agar bir xil yaginlashish ta’'minlansa, limitlar
tartibini almashtirish qonuniy hisoblanadi, aks holda esa natijalar o‘rtasida farq yuzaga kelishi mumkin. Shu
nuqtayi nazardan, ilmiy va amaliy tahlillarda limitlar tartibini almashtirishdan oldin bir xil yaqinlashish, uzluksizlik
va boshqa funksional shartlarni puxta tekshirish, mavjud kontrmisollarni e’'tibordan chetda goldirmaslik hamda
amaliy modellarda olinayotgan natijalarning fizik ma’nosi bilan muvofigligini baholash alohida ahamiyat kasb
etadi.
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