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CHIZIQLI OPERATORLARNING
SPEKTRAL XOSSALARI

Sultonboyeva Zuhra Bobomurod qizi
Urganch RANCH texnologiya universiteti o‘qgituvchisi

Annotatsiya: Ushbu maqolada chizigli operatorlarning spektral xossalari funksional analiz nuqgtayi nazaridan tizimli
ravishda yoritiladi. Spektr tushunchasining shakllanishi, uning asosiy turlari hamda operatorlarning algebraik va topologik
xususiyatlari bilan bog‘ligligi izchil tahlil gilinadi. Chegaralangan va cheklanmagan operatorlar spektrining o'ziga xos jihat-
lari, rezolventa operatori hamda spektral radius tushunchasi qat'iy matematik faktlar asosida bayon etiladi. Shuningdek,
spektral xossalarning differensial tenglamalar, kvant mexanikasi va matematik fizika masalalaridagi amaliy ahamiyati
ochib beriladi. Magola nazariy jihatdan puxta manbalarga tayangan holda yozilgan bo'lib, unda mantiqiy izchillik va termi-
nologik aniglikka alohida e’tibor garatilgan.

chizigli operator, spektr, rezolventa, spektral radius, funksional analiz, Hilbert fazosi, Banax fazosi.

Abstract: This article systematically examines the spectral properties of linear operators from the perspective of func-
tional analysis. The formation of the concept of the spectrum, its main types, and its relationship with the algebraic and
topological properties of operators are analyzed in a consistent manner. The specific features of the spectra of bounded
and unbounded operators, the resolvent operator, and the concept of spectral radius are presented on the basis of rig-
orous mathematical facts. In addition, the practical significance of spectral properties in problems of differential equations,
quantum mechanics, and mathematical physics is discussed. The article is grounded in solid theoretical sources, with
particular attention paid to logical coherence and terminological precision.

linear operator, spectrum, resolvent, spectral radius, functional analysis, Hilbert space, Banach space.

AHHOTaumA: B gaHHOM cTaTbe C Mo3vuui OYHKLMOHANbHOIO aHanm3a CMCTEMHO PacCMaTpUBAKOTCHA CMEKTpanbHble
CBOWCTBA NIMHEWHbIX onepatopoB. [locnegoBaTensHO aHann3npyTcs hOpMUPOBaHNE NMOHATUSA CNEKTPA, Ef0 OCHOBHbIE
BMAbI, @ TaKKe B3aUMOCBSA3b C anrebpanyecknmy 1 TONonornyeckumm ceorcteamm onepatopoB. OcobeHHOCTU cnekTpa
OrPaHUYEHHbIX M HEOTPAHUYEHHbIX ONEPATOPOB, PE30SIbBEHTHbIN ONEPaTop U MOHSATUE CNEKTPaNbHOrO paauyca usnara-
IOTCA Ha OCHOBE CTPOrMx MaTemMatmyeckux dakToB. Kpome Toro, packpblBaeTcs NpUKNagHOe 3HaYeHMe CneKTparnbHbIX
CBOWCTB B 3agayax anddepeHumanbHbIX ypaBHEHWUA, KBaHTOBON MEXaHUKM U MaTeMatmndeckon dusmkn. Ctatesa Hanu-
caHa Ha ocHoBe (byHAaMeHTaslbHbIX TEOPETUYECKUX WUCTOYHWMKOB, MPYU 3TOM O0COO0E BHUMAHMWE yOEneHO form4eckon
nocrnefoBaTenbHOCTU U TEPMUHOMOIMYECKON TOYHOCTMU.

TNVHEWHbIA onepaTop, CMNEKTP, Pe3onbBEeHTa, CNeKTpanbHbIi pagnyc, MYHKUMOHAmMbHBIN aHanua,
rmnb6epToBO NPOCTPaHCTBO, GAHAaX0BO MPOCTPAHCTBO.

Chiziqli operatorlar nazariyasi cheksiz o‘lchamli fazolar geometriyasi va tahlilini birlashtiradigan tayanch
yo‘nalishlardan biridir. Matritsa algebrasida yaxshi tanish bo‘lgan xos giymatlar va xos vektorlar g‘oyasi Banax
hamda Hilbert fazolariga ko‘chirilganda yangi hodisalar paydo bo‘ladi. Chegaralangan o‘lchamli holatda opera-
torning spektri xos giymatlar to‘plamidan iborat bo'lib, u ko‘pincha diskret tuzilishga ega bo‘ladi. Cheksiz
olchamli fazolarda esa spektr fagat xos giymatlar bilan cheklanib golmaydi, operatorning teskari bo‘lmasligi
turli sabablarga ko‘ra yuz beradi va bu sabablar spektrning ichki tuzilishini murakkablashtiradi. Shu bois spek-
tral nazariya operatorni chuqur tavsiflaydigan hamda ko‘plab masalalarda yagona to‘g'ri til vazifasini bajar-
adigan apparat sifatida garaladi !"!.

Spektral xossalar operatorning teskari masalalarida, bargarorlik tahlilida, differensial tenglamalar yechim-
larining sifat jihatlarida va kvant mexanikasining matematik modelida markaziy rol o‘ynaydi. Masalan, Hilbert
fazosida o‘ziga qo‘shma operatorlar spektrining haqiqiy sonlardan iborat bo'lishi operator orqali ifodalanadigan
kattaliklarning fizik mazmuni bilan uyg‘unlashadi. Yoki kompakt operatorlar uchun spektrning diskretlashuvi
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integral tenglamalarning klassik nazariyasida hal qgiluvchi ahamiyat kasb etadi. Shu bilan birga, cheklanmagan
operatorlar spektri Sturm—Liuvill tipidagi masalalarda, Laplas operatori va Shredinger operatori kabi obyekt-
larda bevosita uchraydi. Demak, spektral yondashuv operatorni tahlil gilishning shunchaki qulay usuli emas,
balki ko‘p hollarda zaruriy usuldir.

Chizigli operatorlarning spektral xossalarini o‘rganish funksional analizning eng muhim va chuqur yo‘na-
lishlaridan biri hisoblanadi. Ushbu yo‘nalish XIX asr oxiri va XX asr boshlarida integral tenglamalar nazariyasi
hamda cheksiz o‘lchamli fazolarda chiziqli tasvirlashlarni tadqiq etish jarayonida shakllangan. Spekir tushun-
chasining matematik asoslari dastlab D. Hilbert va E. Schmidt ishlarida paydo bo'lib, keyinchalik S. Banach
tomonidan normallangan fazolar nazariyasiga umumlashtirilgan.

Spektr nazariyasining gat'iy aksiomatik asoslari Banach fazolari doirasida Banach va Steinhaus, Hahn—
Banach teoremalari bilan uzviy bog‘liq holda rivojlandi. Banachning klassik asarlarida chegaralangan chiziqli
operatorlar uchun spektrning bo‘sh bo‘lmasligi, uning kompaktligi va spektral radius tushunchasi qat’iy isbotlar
asosida bayon etilgan. Aynigsa, spektral radius formulasi chiziqli operatorlar nazariyasining fundamental nati-
jalaridan biri sifatida tan olingan.

Hilbert fazolarida spektral xossalar yanada chuqurroq tuzilishga ega bo‘lib, bu yo‘nalishda J. von Neumann
va F. Riesz tadqigotlari muhim ahamiyat kasb etadi. Riesz—Schauder nazariyasi kompakt operatorlar spek-
trining diskret tuzilishini, nol nugtadan boshga spektral giymatlarning chekli karralikka ega ekanligini asoslab
berdi. Ushbu natijalar integral operatorlar va chegaraviy masalalar nazariyasida keng qo‘llaniladi.

Chegaralanmagan operatorlar spekiri esa, asosan, differensial operatorlar va kvant mexanikasi bilan
bog‘liq masalalarda o‘rganilgan. Bu yo‘nalishda H. Weyl va J. Stone ishlari muhim ofrin tutadi. O‘z-o0‘ziga
go‘shma (self-adjoint) operatorlar uchun spektrning haqiqgiy sonlar o‘gida joylashishi, uzluksiz va diskret spektr
tushunchalarining kiritilishi matematik fizika masalalarini gat’iy asosda tahlil gilish imkonini berdi.

Spektrni aniglashning asosiy g‘oyasi teskari operator tushunchasiga borib taqaladi. Banax fazosida
berilgan chegaralangan chiziqli operator uchun shunday kompleks sonlar qaraladiki, operator bilan shu son
ko'paytirilgan birlik operator ayirmasi teskari bo‘Imaydi yoki teskari bo‘lsa ham chegaralangan operator sifa-
tida mavjud bo‘Imaydi. Aynan shu kompleks sonlar operatorning spektrini tashkil etadi, spektrdan tashqaridagi
giymatlar esa rezolventa sohasini hosil giladi. Rezolventa sohasiga tegishli har bir giymat uchun teskari oper-
ator mavjud bo'lib, u rezolventa operator deb ataladi. Muhim nazariy fakt shundan iboratki, rezolventa operator
kompleks parametrga bog'liq holda analitik xossalarga ega bo‘ladi. Bu holat kompleks analiz usullarini opera-
torlar nazariyasiga tatbiq etish imkonini beradi. Spektral nazariyaning kuchi aynan shu jihatda namoyon bo‘ladi,
chunki spektrga oid ko‘plab fundamental natijalar rezolventaning analitik tabiatidan kelib chigib olinadi ©.

Chegaralangan operatorlar uchun spektrning bo‘sh emasligi va kompakt to‘plam bo‘lishi funksional ana-
lizning asosiy teoremalari gatoriga kiradi. Bunda spektr kompleks tekislikda yopiq to‘plam sifatida joylashadi,
operator normasi esa spekitr joylashuvini yugoridan cheklaydi. Ya'ni, spektr operator normasidan katta modulga
ega bo‘lgan kompleks sonlarni oz ichiga olmaydi. Ushbu natija tashqi ko‘rinishda sodda bo‘lsa-da, amaliy
tahlilda katta nazariy yukni ko‘taradi. Xususan, iteratsion usullarda operatorning yuqori darajalari ganday xatti-
harakat ko‘rsatishini tahlil gilishda spektral radius tushunchasi muhim rol o‘'ynaydi. Spektral radius deganda
spektr elementlarining moduli bo‘yicha eng katta giymati tushuniladi. U operatorning katta darajalari normasi
bilan bevosita bog'liq bo'lib, ko‘plab klassik sharoitlarda operatorning dinamik xususiyatlarini baholash imkonini
beradi.

Spektrning ichki tuzilishini o'rganish ham metodologik jihatdan muhim ahamiyatga ega. Nuqtaviy spektr
operatorning xos giymatlari to‘plamidan iborat bo‘lib, bunda nol bo‘imagan vektor mavjud bo‘ladi va operator
ushbu vektorni ma’lum bir skalyar ko‘paytma orgali o'ziga mos ravishda qayta hosil giladi. Cheksiz o‘lchamli
fazolarda nuqtaviy spektr spektrning faqat bir gismini tashkil etishi mumkin. Uzluksiz spektrda teskari operator
mavjud bo‘lmaydi, biroq operator tasviri zich bo‘ladi, shu sababli operator tenglamalarini yechish jarayoni limit
orgali ma’lum ma’noda davom ettiriladi. Qoldiq spektrda esa operator tasviri zich bo‘lmaydi, bu hol operator
strukturasida yanada jiddiy nomukammallik mavjudligini ko‘rsatadi.

Mazkur spektral tagsimot abstrakt ko‘rinishga ega bo'lishiga qaramay, konkret operatorlarda sezilarli
farglarga olib keladi. Masalan, siljitish operatorlari kabi klassik misollarda spektrning katta gismi uzluksiz tabi-
atga ega bo'lishi mumkin. Bu esa xos vektorlar bazisiga tayangan oddiy diagonalizatsiya usullarining ishla-
masligini ko‘rsatadi va spektral yondashuvning zarurligini yana bir bor tasdiglaydi.
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Kompakt operatorlar spektral nazariyada alohida sinf sifatida ajralib turadi. Kompakt operatorlar cheksiz
o‘lchamli fazolarda matritsalarga eng yaqin analoglardan biri bo'lib, ularning spektri nisbatan tartibli tuzilish-
ga ega. Klassik fakt shundan iboratki, cheksiz olchamli Banax fazosida kompakt operatorning nolga teng
bo‘lImagan spektral nuqtalari xos giymatlardan iborat bo‘ladi va ular fagat nol nugtaga to‘planishi mumkin. Bosh-
gacha aytganda, nolga teng bo‘lmagan spektr diskret bo'lib, har bir xos giymatning algebraik ko‘paytmaliligi
chekli bo‘ladi hamda spektrning yagona to‘planish nugtasi sifatida nol nugtasi yuzaga chiqadi. Ushbu natijalar
integral operatorlar va Fredholm tenglamalari nazariyasida muhim amaliy ahamiyatga ega, chunki ko‘plab inte-
gral operatorlar kompakt bo'lib, ularning spektri orgali yechimlarning mavjudligi va tuzilishi aniglanadi ®I. Hilbert
fazosida normal operatorlar sinfi keng va qulay hisoblanadi. Normal operator deganda operatorning o'‘ziga
go‘shma operatori bilan kommutativ bo‘lishi tushuniladi. Ushbu sinf doirasida o‘ziga gqo‘shma va unitar opera-
torlar muhim o'rin egallaydi. O‘ziga qo‘shma operatorlar uchun spektrning haqiqiy bo‘lishi gat'iy matematik fakt
bo'lib, bunday operatorlar spektral teorema asosida spektral o‘lchov yordamida ifodalanadi.

Mazkur ifoda operator funksiyalarini aniq ta’riflash imkonini beradi, masalan, operatorning ildizi, ekspo-
nenti yoki boshga analitik funksiyalarini qurish mumkin bo‘ladi. Unitar operatorlar uchun spektr kompleks teki-
slikdagi birlik aylana ustida joylashadi, bu esa energiya saglanishi yoki normaning saqglanishi kabi geometri-
yaviy mazmunlar bilan mos keladi. Ushbu faktlar operatorlarning barqarorligini hamda evolyutsion jarayonlarda
ishtirokini tahlil qgilishda asosiy vositalardan biri bo‘lib xizmat qiladi. Spektral akslantirish g‘oyasi ham spek-
tral nazariyaning tayanch mexanizmlaridan biridir. Operatorga funksiya qo‘llanganda, masalan, polinom yoki
analitik funksiya orqali yangi operator hosil gilinganda, uning spektri dastlabki spektrning mos ravishda funksiya
ostidagi obrazi bilan aniglanadi. Bu tamoyil ko‘plab xulosalarni tez va ishonchli chiqarishga yordam beradi.
Jumladan, operatorning kvadrati yoki eksponenti spektri hagida so‘z borganda, masala ko‘pincha kompleks
tekislikdagi to‘plamlar geometriyasiga keltiriladi. Natijada algebraik amallar bilan topologik tasvir birgalikda
namoyon bo'lib, operatorlar nazariyasiga xos bo‘lgan o‘ziga xos uyg‘unlik yuzaga keladi . Cheklanmagan
operatorlar masalasi spektral nazariyaning yanada chuqur gatlamlariga olib kiradi. Differensial operatorlar,
xususan, ikkinchi tartibli o‘ziga qo‘shma differensial operatorlar, odatda cheklanmagan bo‘lib, ularni aniglashda
soha va chegaraviy shartlarni birgalikda ko‘rib chigish talab etiladi. Bunday operatorlarda spektr diskret ham,
uzluksiz ham bo‘lishi mumkin, ayrim hollarda esa aralash tuzilma kuzatiladi.

Klassik Sturm-—Liuvill masalalarida muayyan sharoitlarda spektr diskret bo‘lib, xos funksiyalar ortogonal
sistemani hosil giladi va Furye tipidagi yoyilmalarga olib keladi. Aksincha, erkin Laplas operatori kabi misollarda
uzluksiz spektr ustun bo'lib, yechimlar to‘lginlar orqali ifodalanadi. Ushbu farglar spektral xossalarning fizik
jarayonlarning sifat ko'rinishini bevosita belgilashini yagqol namoyon etadi. Spektral yondashuvning hisoblash-
dagi ahamiyati ham alohida e’tiborga loyiqdir. Sonli chizigli algebra va funksional analiz tutashgan nugtada
spektr xos giymatlar orgali konditsionallik, yaqinlashish tezligi va xatoliklarning tarqalishini tushuntirib beradi.
Iteratsion usullar, jumladan, Yakobi, Gauss—Zeydel yoki Krylov fazosi usullari, ko‘pincha operator spektrining
joylashuviga sezgir bo‘ladi. Operator spektri birlik doira ichida qulay joylashganda iteratsiyalar tezroq barga-
rorlashadi, aksincha spektr chegaraga yaqginlashganda yaginlashish jarayonining sekinlashuvi kuzatiladi. Shu
ma’noda spekir faqgat nazariy obyekt bo‘lib golmay, balki algoritm tanlash va parametrlarni sozlashda ham
muhim amaliy ko‘rsatkich vazifasini bajaradi .

Chizigli operatorlarning spektral xossalari operatorlarni tahlil gilishda eng qudratli va umumiy apparat-
lardan birini ta’'minlaydi. Spektr va rezolventa tushunchalari orqali operatorning teskari bo‘lishi, barqarorligi,
shuningdek iteratsion jarayonlardagi o'sish yoki so‘nish tendensiyalari aniq va gat’iy tarzda tavsiflanadi. Chega-
ralangan operatorlar uchun spektrning bo‘sh emasligi va kompaktligi umumiy nazariyaning tayanch natijala-
ridan biri bo‘lib, kompakt operatorlarda spektrning diskret tuzilishi integral tenglamalar nazariyasi bilan tabiiy
ravishda bog‘lanadi. Hilbert fazosida normal hamda o‘ziga gqo‘shma operatorlar uchun amal giluvchi spektral
teorema operatorni deyarli to‘liq gayta qurish imkonini beradi, bu esa matematik fizika masalalarida alohida
ahamiyat kasb etadi.

Spektral nazariya natijalari amaliy sohalarda ham bevosita go‘llaniladi. Differensial operatorlar spekiri
yordamida tebranishlar, to‘lginlar va diffuziya jarayonlari sifat jihatdan tahlil gilinadi, kvant mexanikasida esa
0'ziga qo‘shma operatorlar spektri fizik kattaliklarning o‘lchov natijalari bilan uzviy bog‘lanadi. Hisoblash amali-
yotida spektr iteratsion usullarning yaqinlashish tezligini belgilash hamda matematik modellar barqgarorligini
baholashda muhim mezon bo‘lib xizmat giladi. Shu bois, spektral xossalarni chuqur o‘rganish operatorlar
nazariyasining ichki mantigini boyitadi va nazariya bilan amaliy tatbiq o‘rtasidagi uzviy bog'liglikni mustahkam-
laydi.
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