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Annotatsiya: Mazkur magolada ko‘p gatlamli sun’iy neyron tarmoglarda gradientni hisoblash mexanizmining nazariy
asoslari va amaliy qo‘llanilishi chuqur tahlil gilinadi. Neyron tarmoglar murakkab kompozitsion funksiyalar tizimidan iborat
bo'lib, ularni samarali oqitish jarayoni parametrlar bo'yicha xatolik funksiyasining hosilalarini aniglashga asoslanadi.
Ushbu jarayonda matematik analizning muhim vositasi hisoblangan zanijir qoidasining o‘rni alohida yoritiladi. Maqolada
ko'p gatlamli arxitekturalarda aktivatsiya funksiyalari va yo‘qotish (loss) funksiyasining kompozitsiyasi sifatida shakllana-
digan umumiy model matematik jihatdan ifodalanadi hamda gradientni hisoblash bosqichlari formulalar asosida izohla-
nadi. Backpropagation (orgaga tarqatish) algoritmining ishlash prinsipi, ya’'ni xatolik signalining chigish gatlamidan kirish
gatlamiga garab bosgichma-bosqich uzatilishi jarayoni tahlil qgilinadi. Og'irliklar va siljish parametrlarining gisman hosi-
lalari ganday aniglanishi, gradient tushish (gradient descent) usuli orqali ularni optimallashtirish mexanizmi batafsil ko‘rib
chigiladi. Shuningdek, chuqur neyron tarmoqlarda gradientning so‘nishi va portlashi muammolari hamda ularning mate-
matik sabablari muhokama qilinadi. Tadgigot natijalari shuni ko‘rsatadiki, zanjir qoidasiga asoslangan gradient hisoblash
mexanizmi neyron tarmogqlarni samarali va bargaror o‘qgitishning asosiy matematik poydevorini tashkil etadi. Ushbu yon-
dashuv zamonaviy chuqur o‘rganish modellarining ishlash samaradorligini ta’minlovchi fundamental vosita hisoblanadi.

ko'p qatlamli neyron tarmoq, gradient, zanjir qoidasi, hosila, gradient tushish usuli, optimallashtirish, akti-
vatsiya funksiyasi, yo‘qotish funksiyasi, chuqur o‘rganish.

Abstract: This paper provides a comprehensive analysis of the theoretical foundations and practical implementation of
gradient computation mechanisms in multilayer artificial neural networks. Neural networks can be interpreted as systems
of complex composite functions, and their training process fundamentally relies on calculating derivatives of the loss
function with respect to model parameters. Special emphasis is placed on the chain rule as a central concept of math-
ematical analysis that enables efficient computation of derivatives in composite functional structures. The mathematical
formulation of multilayer architectures is presented as a composition of activation functions and a loss function, followed
by a step-by-step explanation of gradient computation. The backpropagation algorithm is examined in detail, including
the propagation of the error signal from the output layer to preceding layers and the calculation of partial derivatives with
respect to weights and biases. The parameter optimization process using gradient descent is also thoroughly discussed.
Furthermore, the paper addresses critical issues such as vanishing and exploding gradients in deep neural networks and
analyzes their mathematical origins. The findings demonstrate that gradient computation based on the chain rule consti-
tutes the fundamental mathematical framework for efficient and stable neural network training and remains a cornerstone
of modern deep learning methodologies.

multilayer neural network, gradient, chain rule, derivative, gradient descent, optimization, activation function,
loss function, deep learning.
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AHHOTauusa: B crtatbe I'IO,CI,pOGHO paccmMmaTpmnBarOTCA TeoOpeTn4eckme OCHOBbI U MpPaKTU4YeCKMne acnektbl MexaHusma
BbIYMCIEHNS TPagneHTa B MHOMOCITOMHbIX NCKYCCTBEHHbIX HENPOHHbIX CETAX. HEMPOHHbIE CETU NPEACTaBASOT coborn
CUCTEMY CITOXHbIX KOMNO3UUNOHHbIX (byHKLI,VIVI, nnpouecc nx 06yqu|/|9| OCHOBaH Ha BblHUCITEHN NPONU3BOAHbIX d)yHKLIMM
noTepb Mo napameTpam mMoaersn. Ocoboe BHMMaHue yoendetca ponu npasuna Lenodkn Kak Kr4eBOoro MHCTpyMeHTa
MaTeMaTn4eCKoro aHanusa npu HaxoxaeHMm Nnpomn3BoAHbIX CITOXHbIX beHKLI,MVI. MaTtematnyeckas Moaens MHOrOCHOMHOM
APXUTEKTYPbI CbOpMaJ'II/I3yETCF| Yyepe3 KOMMNo3nuunro d)yHKLIMVI akTuBauum n (byHKLI,VIVI NnoTepb, Nnocrie 4ero nowaroBo aHa-
Nn3npyeTtca npouecc BblHMUCNEHUA rpaguneHTa. I'Ioupo6Ho paccmMmaTpmBaeTca ariropuTm 06paTHOFO pacnpocTpaHeHuns
oLMOBKK (backpropagation), MexaHU3M nepenga4vn curdHana OLUMOKM OT BbIXOLQHOrO CIost K BXOOHOMY, a TakXe BblHUCIIEHNe
YaCTHbIX MPOMN3BOAHbLIX MO BECAM U CMELLUEHNAM CETHU. OnucbiBaeTcs npouecc onTuMmnsaunm napamMmeTpoB C UCTMOJb30Ba-
HMeM mMmetoaa rpagmeHTHOro crnycka. [ononHutensHo aHann3npyrTca I'IpOGJ'IEMbI ncyesamwlulero 1 B3pbiBakoLLErocad rpa-
OVNeHTa B FJ'Iy60KVIX CeTAX U UX mareMatnveckme rnpuymnHbl. nOﬂyHEHHbIe pe3ynbratbl NOATBEPXOAKT, YTO BblHUCIIEHNE
rpagneHTa Ha OCHOBE MnpaBwuiia LIeNnoYKnN ABIAETCA d)yHJJ,aMeHTaJ'IbHOVI OCHOBOWN 3hhEKTUBHOIO 06y‘-IEHVI$| HENPOHHbIX
ceTen n urpaet KINOYEBYIO POJib B COBPEMEHHbIX MOoAeNnAx FJ'Iy60KOFO 06yquVIF|.

MHOrOCIOVHas HeMpPOHHasA CeTb, rPadMeHT, NPaBUo LEMOYKU, MPOM3BOAHAS, TPAANEHTHBIN CrycK,
oNTUMM3aLNA, PYHKUUS aKTMBaLMKU, OYHKLUS NOTEPb, rMyGokoe oby4YeHue.

So‘nggi yillarda sun’iy intellekt va mashinaviy o‘rganish texnologiyalarining jadal rivojlanishi ko‘p gatlamli
sun’iy neyron tarmoglarga (Artificial Neural Networks — ANN) bo‘lgan gizigishni keskin oshirdi. Xususan, chuqur
o‘rganish (Deep Learning) modellarining tasvirni aniglash, nutgni gayta ishlash, tabiiy tilni qayta ishlash va
prognozlash masalalarida yuqori samaradorlik ko‘rsatishi ularning nazariy asoslarini chuqur o‘rganishni taqozo
etmoqda. Ko'p qatlamli neyron tarmoqlar murakkab nolinear funksiyalarni yaqinlashtirish qobiliyatiga ega bo'lib,
ular matematik nugtai nazardan kompozitsion funksiyalar tizimi sifatida garaladi.

Neyron tarmoglarni o‘qitish jarayoni model parametrlarini — og'irliklar va siljishlarni — shunday tanlashdan
iboratki, natijaviy chigish giymati haqigiy giymatga maksimal darajada yaqin bo‘lsin. Bu jarayon optimallash-
tirish masalasiga keltiriladi va odatda yo‘qotish funksiyasini minimallashtirish orgali amalga oshiriladi. Yo‘qo-
tish funksiyasini minimallashtirish uchun esa uning parametrlar bo‘yicha hosilalarini, ya’'ni gradientini hisoblash
zarur bo‘ladi. Aynan shu bosqichda matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri — murakkab funksiyaning
hosilasi va zanjir qoidasi — muhim ahamiyat kasb etadi.

Ko‘p gatlamli neyron tarmoglarda har bir gatlam oldingi gatlam chigishining nolinear o‘zgarishidan iborat
bo‘lganligi sababli umumiy model ko‘p bosgichli kompozitsion funksiyani ifodalaydi. Bunday tuzilishda chiqgish
funksiyasining parametrlar bo‘yicha hosilasini bevosita hisoblash murakkab hisoblanadi. Zanjir qoidasi esa
ushbu murakkablikni bosgichma-bosqich soddalashtirish imkonini beradi. Natijada gradientni hisoblash jarayoni
samarali algoritm — backpropagation (orqaga tarqatish) usuli orgali amalga oshiriladi. Backpropagation algo-
ritmi xatolik signalini tarmogning chigish gatlamidan kirish gatlamiga qarab uzatish tamoyiliga asoslanadi. Bu
jarayonda har bir gatlam uchun lokal hosilalar aniglanadi va ular zanjir qoidasi yordamida umumiy gradientga
birlashtiriladi. Shunday qilib, og‘irliklar gradient tushish yoki uning modifikatsiyalari orgali yangilanadi. Mazkur
mexanizm neyron tarmoglarni samarali o‘qitishning matematik poydevorini tashkil etadi. Shu bilan birga, chuqur
arxitekturalarda gradientning so‘nishi yoki portlashi kabi muammolar yuzaga kelishi mumkin. Bu hodisalar ham
bevosita ko‘p martalik zanjir goidasini qo‘llash natijasida hosil bo‘ladigan ko‘paytmalar xususiyati bilan bog'liq.
Demak, gradientni hisoblash mexanizmini chuqur matematik tahlil qilish nafaqat algoritmik samaradorlikni,
balki modelning bargaror ishlashini ham ta’minlashda muhim ahamiyatga ega.

Ushbu maqolaning maqgsadi ko‘p gatlamli neyron tarmoglarda gradientni hisoblash mexanizmini nazariy
va amaliy jihatdan tahlil qilish, zanjir qoidasining matematik asoslarini yoritish hamda backpropagation algo-
ritmining ishlash prinsipini izchil bayon etishdan iborat. Tadgiqot natijalari neyron tarmoglarni o‘gitishda mate-
matik analiz usullarining fundamental rolini ochib beradi.

Sur’iy neyron tarmoglarning nazariy asoslari XX asr o‘rtalarida shakllana boshlagan. Dastlabki modellar
chizigli klassifikatsiya masalalarini yechishga qaratilgan bo‘lsa, keyinchalik ko‘p gatlamli arxitekturalarning
joriy etilishi bilan nolinear funksiyalarni yaginlashtirish imkoniyati paydo bo‘ldi. Ko'p qatlamli perceptron (MLP)
modeli neyron tarmoglar rivojida muhim bosqich bo‘lib, uning samarali o‘qitilishi gradient asosidagi optimal-
lashtirish usullariga tayanadi.

Neyron tarmoglarni o‘qgitishda asosiy masala — yo‘qotish funksiyasini minimallashtirishdir. Bu masala ko‘p
oflchovli optimallashtirish muammosiga keltiriladi. Klassik matematik analizda bunday masalalar gradient
tushish usuli orgali yechiladi. Gradient tushish usulining samaradorligi esa yo‘qotish funksiyasining parametrlar
bo‘yicha hosilalarini aniq va tez hisoblash imkoniyatiga bog'lig. Ko‘p qatlamli neyron tarmoglarda chigish
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giymati kirish ma’lumotining ketma-ket chizigli o‘zgarishlari va nolinear aktivatsiya funksiyalari kompozitsi-
yasidan iborat. Shu sababli umumiy model kompozitsion funksiya sifatida garaladi. Kompozitsion funksiyaning
hosilasini hisoblash matematik analizda zanjir qoidasi orgali amalga oshiriladi. Aynan shu nazariy prinsip keyin-
chalik backpropagation algoritmining matematik asosini tashkil etgan.

Backpropagation algoritmi 1980-yillarda keng qo‘llanila boshlagan va ko‘p qatlamli neyron tarmoglarni
samarali o‘qitish imkonini bergan. Ushbu algoritm xatolik signalini tarmoqgning chiqgish qatlamidan kirish gatla-
miga garab uzatish orqali har bir gatlam parametrlari uchun gradientni bosgichma-bosgich hisoblaydi. Tadqigot-
larda ko'rsatilishicha, ushbu yondashuv hisoblash murakkabligini sezilarli darajada kamaytiradi va katta para-
metrli modellarni amaliy qo‘llash imkonini yaratadi. So‘nggi tadqiqotlarda chuqur arxitekturalarda gradientning
so‘nishi va portlashi muammolari tahlil gilingan. Bu hodisa ko‘p martalik zanjir qoidasini go‘llash natijasida
hosil bo‘ladigan ko‘paytmalar bilan bog‘lig. Shuningdek, aktivatsiya funksiyasining xususiyatlari, og‘irliklarni
boshlang‘ich giymatlash usullari va normalizatsiya texnikalari gradient barqarorligiga sezilarli ta’sir ko‘rsatishi
aniglangan. Mavjud ilmiy manbalar shuni ko‘rsatadiki, gradientni hisoblash mexanizmini chuqur matematik tahlil
gilish neyron tarmoqlar samaradorligini oshirishda muhim ahamiyatga ega. Shu sababli mazkur tadqigotda
zanjir qgoidasining nazariy asoslari va uning ko‘p qgatlamli arxitekturalarda qo’llanilishi tizimli ravishda ko‘rib
chiqiladi. Mazkur tadqiqot nazariy-analitik yondashuv asosida amalga oshirildi. Tadgiqot ob’ekti sifatida to'liq
bog‘langan ko'p gatlamli sun’iy neyron tarmoq modeli tanlandi. Model differensiallanuvchi aktivatsiya funksi-
yalariga ega bo‘lgan gatlamlar kompozitsiyasi sifatida qaraldi.

Ko'p gatlamli neyron tarmoq quyidagi ketma-ket o‘zgarishlar orgali ifodalanadi:

Zl - Wlal—1 + bl
a'=o()
bu yerda:
[ — gatlam indeksi,
W' = og'irliklar matritsasi,
b’ — siljish vektori,
o — differensiallanuvchi aktivatsiya funksiyasi.

Chiqish gatlamida yo‘qotish funksiyasi L(y, y*) aniglanadi. Gradientni hisoblash jarayoni ko'p o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun zanjir goidasiga asoslandi. Yo‘qotish funksiyasi parametrlar orqali ko‘p bosqichli kompozit-
siya ko‘rinishida ifodalanganligi sababli, hosila bosqgichma-bosgich ajratildi.

Chigish gatlamida:

i oL L

5= x0@)

Yashirin gatlamlar uchun rekurrent bog‘lanish go'llanildi:

6[ — (W(L+1)T6/+1) x OJ(ZL)

So‘ng og'irliklar bo'yicha gradient:
oL
oW
Bu yondashuv hisoblashni gatlamlar bo‘yicha dekompozitsiya gilish imkonini berdi. Parametrlarni yangi-
lashda klassik gradient tushish algoritmi go'llanildi:

= 5lgl* T

oL

aw"
bu yerda n — o‘rganish tezligi. Tahlil jarayonida gradient giymatlarining gatlamlar soniga bog‘ligligi, aktivatsiya
funksiyasi hosilasining ta’siri va ko‘paytma strukturasining bargarorlikka ta’siri o‘rganildi.

W;ew = W(I)Id -N

Gradient hisoblash mexanizmini aniqgrog tushuntirish maqgsadida bitta yashirin qatlamli sodda neyron
tarmoqg misolida hisoblash jarayoni ko‘rib chigildi. Quyidagi tuzilishga ega neyron tarmoq garaladi: 1 ta kirish
neyroni, 1 ta yashirin gatlam (1 ta neyron), 1 ta chigish neyroni.

Aktivatsiya funksiyasi sifatida sigmoid funksiya olinadi: o(x) uning hosilasi: a'(x)=0(x)(1 — a(x)).

—X

1+e
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Yo'qotish funksiyasi sifatida kvadratik xatolik funksiyasi olinadi: L = 1/2(y — y)2
Quyidagi giymatlar berilgan: x =1, w, = 0.5, w, = 0.8,y = 1

bu yerda: w, — kirishdan yashirin gatlamga og‘irlik, w, — yashirin gatlamdan chigishga og'irlik, Siljishlar sodda-
lashtirish uchun nolga teng deb olinadi.
Yashirin gatlam: z; =w;x=0.5x1=0.5
1
a; = 0(05) = W = (0.622
Chigish gatlam: y* = 0(0.498) = 0.622
Yo'qotish funksiyasi: L = 1/2(1 — 0.622)2

L = 1/2(0.378)°

L=0.071
A
w, bo‘yicha hosila zanjir qoidasiga ko'ra: o _ x % x 9z,
6W2 ay/\ 322 aWZ
Hisoblaymiz: oL _ —(y—y*)=-0.378
oy?
0'(z,) = 0.622(1 — 0.622) = 0.235
92 - a,=0622
W3
oL _
=(-0,378) x 0,235 x 0,622 =~ -0.055
W2

A
w, bo'yicha hosila zanjir goidasiga ko'ra: oL o %  d& 0z
ow, oy dz, Oa, 0z,  ow;,

Hisoblaymiz: 222 =w, =08

a4

0'(z1) = 0.622(1 — 0.622) = 0.235
92 x=1

ow,

oL

= (-0,378) x 0,235 x 0,8 x 0,235 x 1

W+

oL = -0.017

oW,
Natija: oL ~—0.055; aL ~—-0.017

6W2 W4

O'‘tkazilgan nazariy va hisobiy tahlillar ko‘p gatlamli neyron tarmoglarda gradient hisoblash mexanizmi
gat'iy matematik asosga ega ekanligini ko‘rsatdi. Xususan, murakkab kompozitsion funksiyaning hosilasini
aniglashda qo'llaniladigan zanjir qoidasi backpropagation algoritmining markaziy nazariy tamoyili hisoblanadi.
Har bir gatlam chiqishi keyingi gatlam uchun kirish giymati bo‘lib xizmat qilishi sababli, umumiy model ko‘p
bosgichli funksiyalar kompozitsiyasi sifatida shakllanadi. Shu jihatdan qaraganda, yo‘qotish funksiyasining
parametrlar bo‘yicha hosilasini hisoblash bevosita ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasiga tayanadi. Amaliy
misolda ko‘rsatilganidek, gradient giymati bir nechta lokal hosilalarning ko‘paytmasi ko‘rinishida hosil bo‘ladi.

Bu holat ikki muhim xulosaga olib keladi. Birinchidan, gradient hisoblash jarayoni gatlamlar bo'yicha
ajratilgan (dekompozitsiyalangan) shaklda amalga oshiriladi, bu esa hisoblash samaradorligini ta’minlaydi.
Ikkinchidan, ko‘p martalik ko‘paytmalar mavjudligi gradientning miqdoriy barqarorligiga ta’sir ko‘rsatadi. Tahlil
shuni ko‘rsatdiki, agar aktivatsiya funksiyasi hosilasi birlikdan kichik giymatlarga ega bo‘lsa, chuqur arxitek-
turalarda gradientning bosgichma-bosgich kamayishi kuzatiladi. Bu hodisa gradientning so‘nishi sifatida izohla-
nadi va u aynigsa sigmoid hamda tangens giperbolik funksiyalar qo‘llanganda sezilarli bo‘ladi. Aksincha, ayrim
hollarda og‘irliklar giymati yoki hosila giymatlari katta bo‘lsa, gradient ortib ketishi mumkin, bu esa portlash
hodisasiga olib keladi. Har ikkala holat ham o‘qitish jarayonining barqarorligiga salbiy ta’sir giladi. Shu nuqtai
nazardan, aktivatsiya funksiyasini to‘g‘ri tanlash, og‘irliklarni magbul boshlang‘ich giymatlash va o‘rganish
tezligini mos ravishda belgilash gradient barqarorligini ta’minlashda muhim omillar ekanligi ko‘rindi. Demak,
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gradient hisoblash mexanizmini faqat algoritmik emas, balki chuqur matematik nuqgtai nazardan tahlil qilish
amaliy samaradorlikni oshirishga xizmat giladi. Umuman olganda, muhokama natijalari shuni tasdiglaydiki,
neyron tarmogqlardagi o‘qitish jarayoni tasodifiy yoki faqat tajribaviy emas, balki gat'iy matematik gonuniyatlarga
asoslangan jarayondir. Zanjir qoidasi bu jarayonning nazariy asosi bo'lib, backpropagation algoritmi esa uning
amaliy ifodasidir.

Mazkur tadqigotda ko‘p gatlamli neyron tarmoqglarda gradient hisoblash mexanizmi nazariy va amaliy
jihatdan tahlil qilindi. Tahlillar shuni ko‘rsatdiki, neyron tarmoglarning matematik modeli kompozitsion funksi-
yalar tizimidan iborat bo‘lib, yo‘qotish funksiyasining parametrlar bo‘yicha hosilasini hisoblash jarayoni zanjir
goidasi asosida amalga oshiriladi. Backpropagation algoritmi ushbu nazariy prinsipning tizimli algoritmik shakli
bo'lib, gradientni gatlamlar bo‘yicha bosgichma-bosgich aniglash imkonini beradi.

O‘tkazilgan hisobiy misol gradientning lokal hosilalar ko‘paytmasi sifatida shakllanishini anig sonli giymatlar
orqali tasdigladi. Bu esa zanjir qoidasining amaliy qo‘llanilishini yagqol namoyon etdi. Tadqiqot natijalari asosida
quyidagi umumiy xulosalar chigarildi: ko‘p qatlamli neyron tarmoq matematik jihatdan murakkab kompozit-
sion funksiya hisoblanadi; gradient hisoblash mexanizmi ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar hosilasi nazariyasiga
tayanadi; zanjir qoidasining ketma-ket qo‘llanilishi backpropagation algoritmining asosini tashkil etadi; gradient
giymatlarining barqarorligi aktivatsiya funksiyasi va parametrlar tanloviga bevosita bog‘liq. Shunday qilib, hosila
va zanijir gqoidasi tushunchalari nafagat nazariy matematik ahamiyatga ega, balki zamonaviy neyron tarmoglarni
samarali o‘qgitishning fundamental mexanizmi sifatida muhim o'rin tutadi. Gradient hisoblash jarayonini chuqur
anglash neyron tarmoglar samaradorligini oshirish va ularning amaliy go‘llanilishini kengaytirishga xizmat qiladi.
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