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Аннотация: В статье изложены результаты разработки и исследования алгоритма геометрической визуализации 
GVA (Geometric Visualization Algorithm) для задач линейного программирования (ЛП). Предложенный алгоритм 
обеспечивает синхронизированное отображение трёх форм представления задачи – геометрической (область 
допустимых решений), алгебраической (симплекс-таблица) и числовой (значения целевой функции) – в реальном 
времени в единой интерактивной браузерной среде. GVA включает четыре модуля: GVA-Build, GVA-Level, GVA-
Simplex и GVA-Render. Тестирование на десяти задачах различных типов подтвердило точность алгоритма на 
уровне |Δ| < 10–10; суммарное время выполнения при числе ограничений m = 10 составляет 27,99 мс.

Ключевые слова: линейное программирование, визуализация, алгоритм GVA, симплекс-метод, область допу-
стимых решений, анализ чувствительности, численная устойчивость, веб-приложение.
Annotatsiya: Ushbu maqolada chiziqli dasturlash (CD) masalalarini yechishda geometrik vizualizatsiya algoritmini (GVA 
– Geometric Visualization Algorithm) ishlab chiqish va tadqiq etish natijalari bayon etilgan. Taklif etilgan algoritm masa
laning uchta ko‘rinishini – geometrik (ruxsat etilgan yechimlar sohasi), algebraik (simpleks jadvali) va raqamli (maqsad 
funksiyasi qiymatlari) – bir vaqtda sinxronlashtirilgan holda real vaqt rejimida ko‘rsatadi. GVA to‘rtta moduldan iborat: 
GVA-Build, GVA-Level, GVA-Simplex va GVA-Render. O‘nta sinov masalasida algoritmning aniqligi |Δ| < 10–10 darajasida 
tasdiqlangan, m = 10 cheklash soni bo‘lganda umumiy bajarilish vaqti 27,99 ms ni tashkil etadi.

Kalit so‘zlar: chiziqli dasturlash, vizualizatsiya, GVA algoritmi, simpleks usuli, ruxsat etilgan yechimlar sohasi, sezgirlik 
tahlili, sonli barqarorlik, veb-ilova.
Abstract: The article presents the results of developing and studying the Geometric Visualization Algorithm (GVA) for 
linear programming (LP) problems. The proposed algorithm provides synchronized visualization of three forms of problem 
representation – geometric (feasible region), algebraic (simplex tableau), and numerical (objective function values) – 
in real time within a unified interactive browser environment. GVA consists of four modules: GVA-Build, GVA-Level, 
GVA-Simplex, and GVA-Render. Testing on ten problems of various types confirmed the algorithm’s accuracy at the level 
of |Δ| < 10–10; the total execution time for m = 10 constraints is 27.99 ms.

Key words: linear programming, visualization, GVA algorithm, simplex method, feasible region, sensitivity analysis, 
numerical stability, web application.

ВВЕ ДЕНИЕ
В современном учебном процессе методы линейного программирования (ЛП) занимают устойчивое 

место: они востребованы в экономике, логистике и управлении ресурсами. Вместе с тем преподаватели 
дисциплины “Методы оптимизации” хорошо знакомы с характерными учебными трудностями: студентам 
сложно выстроить мост от алгебраических манипуляций в симплекс-таблице к их геометрическому 
смыслу – движению по угловым точкам многогранника допустимых решений (ОДР). По наблюдению 
Raymond Duval [10], для понимания математических объектов необходимо одновременно работать с 
несколькими формами их представления; John Mason [14] прямо называет барьером невозможность 
зрительно охватить многомерное пространство, из-за чего учащиеся вынуждены ограничиваться симво-
лическими операциями. 
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Картина существующих программных средств с образовательной точки зрения неутешительна. 
MATLAB, SciPy, CPLEX, Gurobi и PHPSimplex – каждый из них решает задачу численно, однако ни один 
не отображает одновременно геометрическую картину (ОДР, угловые точки, линии уровня), алгебраи-
ческие преобразования (симплекс-таблица, итерации) и числовые характеристики (значения целевой 
функции, анализ чувствительности) в единой интерактивной среде, не требующей установки программ-
ного обеспечения. Этот пробел составляет практическую значимость настоящего исследования.

Обзор литературы по теме
Вопросы оптимизации с линейными ограничениями глубоко изучены как в России, так и за рубежом. 

Теоретический фундамент заложен в трудах George Dantzig [8], Hamdy Taha [6], Акулича [1] и Карма-
нова [4]. Применение компьютерной визуализации в обучении математике исследует Журавлёва В.В. 
[2]. Однако специализированных алгоритмов, которые в реальном времени синхронизировали бы три 
формы представления задачи ЛП, в открытой литературе обнаружить не удалось. Цель исследования 
– разработка алгоритма геометрической визуализации GVA (Geometric Visualization Algorithm), обеспе-
чивающего синхронизированное отображение геометрической, алгебраической и числовой форм пред-
ставления задачи ЛП в реальном времени, а также его последующее исследование.

Для достижения поставленной цели решены следующие задачи: изучены существующие методы 
решения задач ЛП, включая симплексный и графический методы; проведён сравнительный анализ 
программных средств визуализации; разработаны модули GVA-Build, GVA-Level, GVA-Simplex и 
GVA-Render; создан алгоритм анализа чувствительности коэффициентов целевой функции и правых 
частей ограничений; исследованы требования численной устойчивости; проведено тестирование на 
десяти задачах различных типов.

МЕТОДОЛОГИЯ ИССЛЕ ДОВАНИЯ
Линейное программирование – раздел прикладной математики, в котором ставится задача нахож-

дения наилучшего решения при условиях, записанных в виде линейных соотношений [1]. В строгой мате-
матической постановке требуется найти значения переменных x = (x1, x2, ..., xn), при которых линейная 
функция

Z(x) = c1x1 + c2x2 + … + cnxn → max (min) (1)

достигала бы экстремального значения при ограничениях системы линейных неравенств:

aᵢ1x1 + aᵢ2x2 + … + aᵢnxn ≤ bᵢ (i = 1, …, m), xⱼ ≥ 0 (2)

Ключевое математическое свойство задач ЛП – выпуклость множества допустимых решений [8]. Из 
него вытекает, что локальный оптимум автоматически является глобальным. Фундаментальная теорема 
ЛП устанавливает: если оптимум существует, то он достигается в угловой точке (базисном решении) 
многогранника ОДР [8]. Это означает, что достаточно перебрать конечное число вершин.

АНАЛИЗ И РЕЗУЛЬТАТЫ
Сравнительный анализ программных средств выявил характерный пробел. Коммерческие системы 

MATLAB (Optimization Toolbox) и Wolfram Mathematica реализуют усовершенствованные варианты 
симплекс-метода, однако визуализация хода решения в них отсутствует [15, 21]. Библиотеки Python – SciPy 
(scipy.optimize.linprog), PuLP, CVXPY – нацелены на получение числового результата, а не его визу-
альную интерпретацию [17, 9, 19]. Промышленные решатели CPLEX и Gurobi ориентированы на задачи с 
миллионами переменных и для учебных целей избыточны [12, 11]. Из веб-инструментов наиболее изве-
стен PHPSimplex: он показывает симплекс-таблицы пошагово, однако не связывает их с геометрией 
задачи [18].

Таблица 1: Сравнительный анализ существующих средств решения задач ЛП

Средство Визуализация ОДР Симплекс-
таблицы Анимация Анализ 

чувствит. Доступность

MATLAB linprog Нет Нет Нет Частично Платный
Python scipy Нет Нет Нет Нет Python
CPLEX/Gurobi Нет Нет Нет Нет Платный
PHPSimplex Нет Да Нет Нет Браузер
GeoGebra  Да (ручн.)  Нет  Нет  Нет  Браузер
GVA (разраб.) Да Да Да Да  Браузер
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Результаты сравнения показывают: ни один из рассмотренных инструментов не обеспечивает 
синхронного отображения геометрической и алгебраической форм задачи ЛП. Этот разрыв послужил 
отправной точкой для разработки алгоритма GVA.

Методологическую основу исследования составляют: математический анализ;
•	 методы линейного программирования (симплекс-метод, графический метод);
•	 методы вычислительной геометрии (метод Крамера, сортировка по полярному углу);
•	 теория двойственности; программная реализация на языках Python и JavaScript.

Разработка алгоритма GVA. Алгоритм GVA спроектирован как комплексное решение, объединя-
ющее три функциональных блока: построение ОДР, визуализацию линий уровня целевой функции и 
пошаговое выполнение симплекс-метода с отображением перехода между вершинами [1]. GVA включает 
четыре взаимодействующих модуля с чётко определёнными интерфейсами.

Таблица 2: Компоненты алгоритма GVA, их функции и вычислительная сложность
Модуль Функция Вход Выход Сложность

GVA-Build Построение ОДР методом 
Крамера A, b Множество вершин V O(m³)

GVA-Level Визуализация линий уровня 
и вектора Z V, c Линии уровня, вектор 

градиента O(N+|V|)

GVA-Simplex
Итерации симплекс-
метода с геометрической 
синхронизацией

A, b, c, V Оптимум x*, Z*, история 
итераций O(k·m²)

GVA-Render Изотропный рендеринг через 
Canvas API V, линии, история Изображение, анимация O(|V|+N+k)

Модуль GVA-Build: построение области допустимых решений

GVA-Build работает поэтапно. На первом шаге каждое неравенство переводится в граничную 
прямую, принадлежность точки полупространству проверяется по знаку выражения aᵢx + bᵢy − cᵢ. На 
втором этапе для каждой пары граничных прямых решается система двух уравнений методом Крамера:

D = aᵢbⱼ − aⱼbᵢ, x = (cᵢbⱼ − cⱼbᵢ)/D, y = (aᵢcⱼ − aⱼcᵢ)/D (3)
Полученная точка проверяется на выполнение всех m ограничений. Третий этап – сортировка 

вершин по полярному углу относительно центроида C = (x̄, ȳ) для корректной отрисовки многоугольника 
ОДР. Вычислительная сложность GVA-Build составляет O(m³): перебор C(m, 2) = O(m²) пар, для каждой 
– O(m) проверок.

Модуль GVA-Simplex: синхронизированные итерации

Модуль GVA-Simplex добавляет к стандартному симплекс-алгоритму компонент геометрической 
визуализации. Установлено взаимно однозначное соответствие между строками симплекс-таблицы и 
угловыми точками ОДР [8]. Переход между вершинами анимируется через линейную интерполяцию:

P(t) = (1 − t)·v0 + t·v1, t  [0, 1] (4)

Частота анимации – 60 кадров в секунду, что обеспечивает плавное отображение [16]. На каждой 
итерации выполняются: проверка условия оптимальности; выбор ведущего столбца по правилу Данцига; 
выбор ведущей строки по правилу минимального отношения; преобразование Гаусса–Жордана; извле-
чение текущего решения и сопоставление с вершиной ОДР.

Алгоритм анализа чувствительности

Для каждого коэффициента cⱼ целевой функции алгоритм определяет интервал устойчивости [cⱼ–, 
cⱼ+], в пределах которого состав базисных переменных остаётся прежним. Условие оптимальности – 
неотрицательность редуцированных стоимостей для небазисных переменных:

z̄ⱼ = cⱼ − cᵦB–1Aⱼ ≥ 0 (5)

Двойственная оценка (теневая цена) yᵢ показывает скорость изменения оптимума при увеличении 
правой части i-го ограничения на единицу: dZ*/dbᵢ = yᵢ. Экономический смысл прозрачен: yᵢ – предельная 
ценность единицы i-го ресурса; положительное значение сигнализирует о дефиците ресурса, нулевое – 
о его избытке [5, 6]. Сложность анализа по всем параметрам – O((n + m)·m²).
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Численная устойчивость: система констант точности

Любой численный алгоритм, работающий с вещественными числами в стандарте IEEE 754 
(машинное ε ≈ 2,22·10–¹⁶), нуждается в тщательном контроле устойчивости [4]. Для алгоритма GVA 
обоснована система пяти констант точности, согласованных с машинным эпсилон:

Таблица 3: Константы точности в алгоритме GVA
Константа Значение Назначение Этап применения

ε1 10–⁹ Порог параллельности прямых GVA-Build: проверка |D| < ε1

ε2 10–⁹ Толерантность допустимости GVA-Build: принадлежность полупространству
ε3 10–¹² Порог положительности элемента GVA-Simplex: выбор ведущей строки
ε4 10–¹⁰ Порог контроля невязки GVA-Simplex: предупреждение при max|rᵢ|>ε4

ε5 10–⁸ Критический порог остановки GVA-Simplex: прерывание при max|rᵢ|>ε5

Программная реализация. Алгоритм GVA реализован в виде браузерного веб-приложения на стеке 
Python 3.11 / Flask 3.0 + JavaScript ES2022 / Canvas API HTML5 [16]. Серверная часть отвечает за вычис-
лительные модули и генерацию PDF-отчётов; клиентская – за интерактивный интерфейс и анимацию. 
Выбор стека обусловлен повсеместной доступностью браузеров, отсутствием необходимости уста-
новки ПО, кроссплатформенностью и возможностью работы на мобильных устройствах. Все компо-
ненты стека свободно распространяются, что принципиально важно для образовательного применения. 
Тестирование на десяти задачах. Для верификации GVA отобраны десять задач ЛП, охватывающих все 
характерные случаи: стандартная максимизация, четыре ограничения, минимизация, производственная 
задача (три ресурса), множественный оптимум, вырождение с правилом Блэнда, несовместная система, 
неограниченная функция, крупные коэффициенты (~10³) и шесть ограничений.

Таблица 4: Сводные результаты тестирования алгоритма GVA (задачи Т1–Т10)

№ Тип задачи Ожидаемый 
результат Результат GVA |Δ| < 10–¹⁰

Т1 Стандартная максимизация Z* = 28 Z* = 28

Т2 Четыре ограничения Z* = 21 Z* = 21

Т3 Задача минимизации Z* = 7 Z* = 7
Т4 Производственное планирование Z* = 46 Z* = 46
Т5 Множественный оптимум Z* = 8 (∞ решений) Z* = 8 (ребро выделено)
Т6 Вырождение (правило Блэнда) Z* = 10 Z* = 10
Т7 Несовместная система ОДР = ERROR_INFEASIBLE
Т8 Неограниченная функция Z → ∞ ERROR_UNBOUNDED
Т9 Крупные коэффициенты (×10³) Z* = 190 000 Z* = 190 000
Т10 Шесть ограничений Z* = 25 Z* = 25

Все десять тестов пройдены успешно: числовые результаты совпали с аналитическими с точностью 
|Δ| < 10–10, качественные особенности (пустая ОДР, неограниченность, множественный оптимум) иден-
тифицированы корректно. Особо следует отметить корректную обработку граничных случаев Т7 и Т8, 
которые наиболее часто обнажают ошибки в программных реализациях.

Временная эффективность алгоритма. Замеры производительности проводились на ноутбуке Intel 
Core i5-10210U (1,6 ГГц), 8 ГБ ОЗУ, браузер Chrome 120. Каждый тест повторялся 100 раз; в качестве 
итогового показателя бралась медиана. Согласно общепринятым нормам интерактивности [23], задержка 
свыше 100 мс нарушает ощущение непрерывности; целевой порог GVA установлен в 50 мс.

Таблица 5: Время выполнения модулей GVA (мс) при различном числе ограничений m
m GVA-Build GVA-Level GVA-Simplex GVA-Render Итого, мс Порог 50 мс
2 0,12 0,07 0,08 0,31 0,58
4 0,63 0,18 0,41 0,38 1,60
6 2,14 0,39 1,83 0,44 4,80
8 5,91 0,71 6,22 0,51 13,35

10 9,83 1,15 16,42 0,59 27,99
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При m = 10 суммарное время составляет 27,99 мс – вдвое ниже целевого порога 50 мс. Наибольший 
вклад вносит GVA-Simplex (16,42 мс): с ростом числа ограничений растут и размер симплекс-таблицы, 
и стоимость каждого жорданова исключения. GVA-Render практически не изменяется (0,31–0,59 мс), 
поскольку его нагрузка определяется разрешением экрана, а не размерностью задачи. Эксперимен-
тальная кривая роста соответствует теоретической оценке O(m³). Полученные результаты демонстри-
руют, что алгоритм GVA эффективно устраняет выявленный пробел в инструментальном обеспечении 
учебного процесса по дисциплинам, связанным с методами оптимизации. Синхронное отображение трёх 
форм представления задачи ЛП – геометрической, алгебраической и числовой – позволяет устранить 
когнитивный разрыв, описанный в работах Raymond Duval [10] и John Mason  [14]: студент одновременно 
видит, как изменяются числа в симплекс-таблице и как это отражается в движении по вершинам ОДР.

Сопоставление с аналогами подтверждает уникальность предложенного подхода. PHPSimplex  [18] 
ограничивается пошаговыми таблицами без геометрии. SciPy [19] и MATLAB [15] дают числовой ответ 
без визуализации процесса. GeoGebra [24] строит геометрию вручную, не реализуя симплекс-метод. Ни 
один из четырёх конкурентов не сочетает все функции одновременно, тогда как GVA – единственный 
браузерный инструмент, объединяющий визуализацию ОДР, анимацию итераций, пошаговые таблицы 
и анализ чувствительности. Научная новизна разработки выражается в трёх позициях. Во-первых, 
впервые предложена архитектура, обеспечивающая синхронное отображение трёх форм задачи ЛП 
в реальном времени – это не реализовано ни в одном из рассмотренных инструментов. Во-вторых, 
модуль GVA-Render проектировался с явным сохранением изотропности масштаба, что исключает 
геометрическое искажение вектора градиента – проблему, не решённую в известных образовательных 
программах. В-третьих, обоснована согласованная система пяти констант точности, привязанных к 
машинному эпсилон стандарта IEEE 754.

Предварительная экспертная оценка удобства использования по семи критериям дала средний 
балл 4,64 из 5,00. Наивысшую оценку (5,0) получил критерий доступности – браузерная реализация без 
регистрации устраняет типичный организационный барьер. Наименьший балл (4,3) получил PDF-отчёт, 
форматирование которого планируется улучшить в следующих версиях. Объективные ограничения 
алгоритма носят намеренный и обоснованный характер. Двухпеременное ограничение (n = 2) – именно 
двумерный случай допускает полноценную планарную интерпретацию [10]. При m > 15 время GVA-Build 
приближается к порогу интерактивности 100 мс [23], однако для стандартных учебных задач с m ≤ 10 это 
несущественно. 

Зависимость от браузера устраняется современными движками с поддержкой HTML5 Canvas API [16]. 
Модульная архитектура GVA обеспечивает расширяемость: четыре направления дальнейшего развития 
– трёхмерная визуализация с WebGL / Three.js [22], метод ветвей и границ для целочисленного ЛП, инте-
грация с Moodle через стандарт LTI [25], метод внутренней точки – реализуемы последовательно без 
переработки вычислительного ядра (повторное использование кода GVA-Simplex составляет 50–70 %).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье изложены результаты разработки и исследования алгоритма геометрической визуализации 

GVA для задач линейного программирования с двумя переменными. Алгоритм обеспечивает синхронизи-
рованное отображение трёх форм представления задачи – геометрической, алгебраической и числовой 
– в единой интерактивной браузерной среде без необходимости установки программного обеспечения. 
Сформулированы и достигнуты следующие основные результаты. Разработана модульная архитек-
тура из четырёх компонентов: GVA-Build (O(m³)), GVA-Level, GVA-Simplex (60 кадров/с) и GVA-Render с 
изотропным масштабом. Обоснована система пяти констант точности (ε1–ε5), согласованных с IEEE 754. 
Создан алгоритм анализа чувствительности, вычисляющий интервалы устойчивости коэффициентов 
и теневые цены ресурсов (сложность O((n + m)·m²)). Предусмотрена обработка четырёх граничных 
случаев: пустой ОДР, неограниченности, множественного оптимума и вырождения. Тестирование на 
десяти задачах различных типов подтвердило точность алгоритма:

|Δ| < 10−10|\Delta| < 10{–10}|Δ| < 10−10

суммарное время при m = 10 составляет 27,99 мс, что вдвое ниже порога интерактивности 50 мс. 
Сравнение с четырьмя аналогами (PHPSimplex, scipy, MATLAB linprog, GeoGebra) показало, что разра-
ботанный инструмент является единственным, сочетающим в браузерной среде все перечисленные 
функциональные возможности одновременно. Практическая значимость работы заключается в том, что 
приложение готово к применению в учебном процессе по дисциплинам “Методы оптимизации”, “Иссле-
дование операций” и “Математическое программирование”. Апробация результатов проведена на реги-
ональной молодёжной конференции Мой выбор – НАУКА! (Барнаул, 2026 г.).
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Pedagogika fanlari

Pedagogika nazariyasi. Pedagogik ta’limotlar tarixi

Ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi (sohalar bo‘yicha)

Maxsus pedagogika

Jismoniy tarbiya va sport mashg‘ulotlari nazariyasi va metodikasi

Kasb-hunar ta’limi nazariyasi va metodikasi

Elektron ta’lim nazariyasi va metodikasi (ta’lim sohalari va bosqichlari bo‘yicha)

Ta’limda menejment

Maktabgacha ta’lim va tarbiya nazariyasi va metodikasi

Ijtimoiy pedagogika

Tarix fanlari

Psixologiya fanlari

Fizika-matematika fanlari

Kimyo fanlari

Biologiya fanlari

Falsafa fanlari

Filologiya fanlari

Geografiya fanlari
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