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MASALALARNI
MODELLASHTIRISH METODI
YORDAMIDA YECHISH
YO‘LLARI

B. B. Qarshiyev
Qarshi davlat texnika universiteti katta o‘gituvchisi

Bekmuradov Bobur Toyloq o‘g'li
Qarshi davlat texnika universiteti oliy matematika kafedrasi assistenti

Annotatsiya: Maqolada masalalarni modellashtirish metodlari va ularni samarali tarzda ishlab chigish uchun muhim
munosabatlar muhokama gilinadi. Modellashtirishning o‘ziga xos xususiyatlari, modellarni tanlash va ishlab chiqish
jarayonlari yoritib berilgan. Magolada modellashtirishning asosiy munosabatlarida uchraydigan muammolarni hal gilish
uchun muhim manbalar, usullar va tavsiyalar keltirilgan. Shuningdek, modellashtirishning turli muammolarni hal etishdagi
ahamiyati hamda biznes strategiyalarini rivojlantirishda undan foydalanish imkoniyatlari ko‘rsatiilgan. Umuman olganda,
magqgolada modellashtirish jarayonidagi asosiy muammolarni hal gilish bo‘yicha muhim manbalar va amaliy tavsiyalar
bayon etilgan.

matematik model, differensial tenglama, tenglama, xususiy hosila, funksiya.
Abstract: The article discusses methods of problem modeling and important relationships for their effective development.
The specific features of modeling, model selection, and model construction processes are described. The article pres-
ents important resources, methods, and recommendations for solving problems arising in the fundamental relationships
of modeling. It also highlights the significance of modeling in solving the considered problems and its application in the
development of business strategies. Overall, the article provides important resources and practical recommendations for
solving key problems in modeling processes.

mathematical model, differential equation, equation, partial derivative, function.

AHHOTauwms: B ctaTbe paccmatpmBaloTCa METOAbI MOLENMPOBAHUS 3a4a4 1 BaXKHble B3aUMOCBSA3UN AN X 9 EKTUBHOMN
pa3pa6OTKVI. Moka3aHbl 0cobeHHOCTH mMogenunposaHus, Bbl60pa MOZENEN 1 NpPoLEecCcoB NX NOCTPoeHus. B ctatbe npea-
CTaBJ1€Hbl BaXHbl€ peCypCbl, METOAbI N peKOMeHOauUnmn no peeHno I'IpOGJ'IEM, BO3HMKaKOLWMX B OCHOBHbIX OTHOLLEHUAX
MOLENMpoBaHus. Takke nokasaHo 3HaYEeHNEe MOAENMPOBAHUS NPWU PELLEHUN paccMaTpuBaeMblX 3a4ad U BO3MOXHOCTU
€ro ucnosnb3oBaHNA B pa3pa60TKe 6VI3HeC-CTpaTeI'VIl7I. B uenom crtatbs COOEPXUT BaKHble pecypcCbl N NpakTn4eckne
pekomMeHaaunn no peLlueHuto Krn4veBbix npo6neM MogernnpoBaHuA.

mMatemartudeckas mogenbs, AvddepeHumansHoe ypaBHEHME, YpaBHEHVE, YacTHas Npou3BOAHas,
PYHKLMS.

Eritma konsentratsiyasiga oid masala o‘zgaruvchilarga ajraladigan differensial tenglamalar yordamida
ifodalanib, so‘ngra yechiladi. 10 litrli idishdagi suvga uzluksiz ravishda minutiga 3 litr tezlik bilan sement eritmasi
go‘shilmoqgda. Bir litr sement aralashmasida 0,2 kg sement mavjud.

Ushbu eritma idishdagi suv bilan bir jinsli aralashma hosil bo‘lguncha aralashtiriladi. Hosil bo‘lgan eritma
idishdan qanday tezlikda quyilsa, shu tezlikda ogib chigmoqda. 3 minut 20 sekunddan keyin idishdagi sement
massasi gancha bo‘lishini aniglash talab etiladi.

Masalalarni modellashtirish metodi yordamida yechish ta’lim jarayonida o‘quvchilarning mantiqgiy fikrlashini,
tahlil qgilish gobiliyatini hamda amaliy ko‘nikmalarini rivojlantirishda muhim pedagogik vosita sifatida garaladi.
limiy adabiyotlarda modellashtirish metodi nafaqat matematika, balki fizika, informatika, igtisodiyot va texnika
sohalarida ham muammolarni samarali hal qilish usuli sifatida talgin etiladi. Mazkur metod orqali real jarayon
yoki obyektning soddalashtiriigan modeli yaratilib, muammoning asosiy xususiyatlari tahlil gilinadi. Pedagogik
tadgiqotlarda ta’kidlanishicha, modellashtirish metodi o‘quvchilarda abstrakt fikrlashni shakllantirishga xizmat
giladi.
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Jumladan, V. V. Davidov va D. B. Elkoninlarning ilmiy ishlarida ta’lim jarayonida modellashtirishdan foyda-
lanish nazariy bilimlarni amaliyot bilan bog‘lashning muhim omili sifatida izohlangan. Ularning fikricha, model-
lashtirish o‘quvchilarning mustaqil fikrlashini rivojlantirib, muammoli vaziyatlarda to‘g‘ri garor qabul gilishga
yordam beradi.

Matematika ta’limiga oid adabiyotlarda modellashtirish metodining ahamiyati alohida gayd etilgan. Aynigsa,
A.A. Stolyar, N. Ya. Vilenkin va Sh. A. Alimovlarning tadqigotlarida matematik modellashtirish masalalar yechish
jarayonini soddalashtiruvchi va tushunarli giluvchi metod sifatida baholanadi. Mualliflar modellashtirish orgali
o‘quvchilarning masala mazmunini chuqur anglashi, shart va natija o‘rtasidagi bog‘lanishni aniglashi osonla-
shishini ta’kidlaydilar.

Zamonaviy tadqigotlarda ragamli texnologiyalar asosida modellashtirish metodidan foydalanish masalasi
ham keng yoritiimoqda. Xususan, kompyuter modellari va interaktiv platformalar yordamida murakkab jara-
yonlarni vizual tasvirlash imkoniyati o‘quvchilarning fanga bo‘lgan qizigishini oshirishi gayd etilgan. Bu borada
informatika va STEM ta’limiga oid ilmiy manbalarda GeoGebra, MATLAB, Scratch kabi dasturiy vositalarning
ahamiyati alohida ko‘rsatilgan.

O'zbekistonlik olimlarning ishlarida ham modellashtirish metodi orgali ta’'lim samaradorligini oshirish
masalalari tadqiq gilingan. Jumladan, R. Ishmuxamedov, N. Saidahmedov va U. Begimqulovlarning ishlarida
interfaol ta’lim texnologiyalari gatorida modellashtirish metodining o‘quvchilar faolligini oshirishdagi o‘rni tahlil
gilingan. Ular modellashtirishni o‘quv materialini hayotiy vaziyatlar bilan bog‘lashga xizmat qiluvchi innovatsion
yondashuyv sifatida baholaydilar.

Mazkur tadgigotda masalalarni modellashtirish metodi yordamida yechish yo‘llarini o‘rganish, uning ta’lim
jarayonidagi samaradorligini aniglash hamda o‘quvchilarning mantigiy va analitik fikrlash qgobiliyatlarini rivojlan-
tirish imkoniyatlarini tahlil gilish magsad qilindi. Tadgiqot jarayonida nazariy va amaliy metodlar majmuasidan
foydalanildi. Tadgigotning nazariy gismida pedagogik, psixologik va metodik adabiyotlar tahlil gilindi. Xususan,
matematik modellashtirish, muammoli ta’lim va interfaol metodlarga oid ilmiy manbalar o‘rganilib, mavzuning
nazariy asoslari yoritildi. llmiy adabiyotlarni giyosiy-tahliliy o‘rganish orqali modellashtirish metodining ta’lim
jarayonidagi ahamiyati, uning afzalliklari va qo‘llash imkoniyatlari aniglandi.

Tadgiqotda kuzatish metodidan ham foydalanildi. Ushbu metod orgali o‘quvchilarning masalalarni yechish
jarayonidagi faolligi, mustaqil fikrlashi va modellashtirish asosida ishlash ko‘nikmalari tahlil gilindi. Dars jara-
yonida o‘quvchilarning muammoli vaziyatlarga munosabati va yechim topishdagi yondashuvlari muntazam
kuzatib borildi. Suhbat va savolnoma metodlari orqali o‘gituvchilar hamda o‘quvchilarning modellashtirish
metodiga bo‘lgan munosabati o‘rganildi. Savolnomalar yordamida mazkur metodning dars samaradorligiga
ta’siri, o‘quvchilarning qiziqgishi va fanni o‘zlashtirish darajasi haqgida ma’lumotlar to‘plandi. Olingan natijalar
tahlil qilinib, umumlashtirildi.

Pedagogik tajriba-sinov ishlari tadgigotning asosiy bosgichlaridan biri sifatida amalga oshirildi. Tajriba jara-
yonida an’anaviy ta’lim usullari bilan modellashtirish metodi asosida tashkil etilgan darslar o‘zaro taqqoslandi.
Tajriba va nazorat guruhlari natijalari tahlil gilinib, modellashtirish metodining o‘quvchilar bilimini oshirishdagi
samaradorligi aniglandi. Olingan ma’lumotlarni gayta ishlashda tahlil, taqqoslash va umumlashtirish metodlari-
dan foydalanildi. Natijalar statistik jihatdan tahlil qilinib, tadgiqotning ilmiy xulosalari shakllantirildi. Shuningdek,
modellashtirish metodini ta’lim jarayoniga samarali joriy etish bo‘yicha metodik tavsiyalar ishlab chigildi.

Matematik model. Mazkur masalada talabalar tezda izlanadigan funksiyani va o‘zgaruvchini aniglashadi:
y(t) —tajriba boshlangandan t minutdan keyin idishdagi sement miqdori—izlanayotgan funksiya, t — mos ravishda
o‘zgaruvchi. Doimiy o‘zgaruvchan jarayon uchun matematik modelni ifodalash murakkabroqdir. O‘qituvchi
bunday ko‘rinishdagi masalalar uchun, jarayonni yetarlicha kichik vaqt oralig‘i At da dastlab qarash lozimligini
tushuntiradi. U holda talaba At vaqgtda kelib qo‘shilayotgan sement va shu vagtda ogib chigayotgan sement
miqdorini keltirib chigaradi, ya’'ni quyidagi tenglamani oladi:

y(t+ At — y(1) = 0,6A1 — 0,3A[y(1) +

Bu tenglikni ikkala tomonini At ga bo'lib, At — 0 da limitga o‘tadigan bo‘lsak, masalaning matematik modeli
bo‘lgan tenglama hosil bo‘ladi:

¥ =0,6-0,3y(t)
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Boshlang‘ich shart y(0) = 0, chunki t = 0 da idishda sement yo‘q edi.Yechish. Talabalar uchun bu tengla-
mani (o‘zgaruvchilarga ajratib) yechish unchalik giyinchilik tug‘dirmaydi. Tenglamani umumiy yechim:

y=2-Ce™"”

ko‘rinishda bo‘ladi. Shundan so‘ng Koshi masalasi yechiladi:
y(0)=0day(0)=2-C, C=2bundan:

y(t)=2-2Ce**

xususiy yechimni hosil gilamiz. Aniq berilganlarni vaqtning aniq shartiga qo'yib, kerakli natijaga ega bo‘lamiz.
Agar t = 3 bo'lsa, uholda idishda

y(?) %j =2-2e"' ~1,26kg sement bo'ladi.

Javob. 3 minut 20 sekunddan so‘ng idishda 1,26 kg sement bo‘ladi.

Masala: Vy = 0,1 m® hajmli silindrik idishda atmosfera bosimli havo saglanmoqgda, u adiabatik (atrof bilan
issiglik almashinish yo‘q) ravishda V, = 0,1 m® hajmgacha sigiladi. Siqilish ishini hisoblang?

Yechish: Adiabatik o‘zgarishlarda gaz holati, uning bosimi va hajmi Puasson tenglamasi bilan bog‘langan:

k
po(%) p
4

k — mazkur gaz uchun o‘zgarmas kattalik. Havo uchun u k = 1,4. Atmosfera bosimi PO = 10330 n/m?.

Faraz qilaylik, S — porshen yuzasi; V — gaz hajmi; P —gaz bosimi; —dx — havoni sigishdagi porshenning
cheksiz kichik giymati; dW — cheksiz kichik bajarilgan ish; —dV —hajmning cheksiz kichik o‘zgarishi; P, — gazning
dastlabki bosimi; V, — gazning dastlabki hajmi bo‘lsin. dW = —PSdx porshen tushiriiganda cheksiz kichik
bajarilgan ish. Lekin, Sdx = dV bo‘lganligi sababli dW = —PdV Puasson tenglamasiga ko‘ra, quyidagiga egamiz:

P
(P = Po) :V_iVok

jarayonning quyidagi differensial tenglamasini hosil gilamiz:

av
aw =-V, P, P
Bu tenglamani integrallab, quyidagi umumiy yechimga ega bo‘lamiz:
k
— VO PO
(k=1)-V*"!

Sovutishning Nyuton modeli. Kundalik hayotimizda sovutish (isitish) hodisasiga juda ko'p duch kelamiz.
Qandaydir jismni sovutish (isitish) uchun, temperaturasi jism temperaturasidan past (yuqori) muhitga tushi-
ramiz. Muhit vazifasini havo, katta sovuq vanna, gizdirilgan pechka va boshqalar, jism vazifasini esa termometr,
issiq metall plastina va boshqa narsalar bajarishi mumkin. Rezervuarga jism botirilganda uning temperaturasi
T ozgarishini e’tiborga olmaymiz T = const yoki T ni vaqt bo'yicha berilgan funksiya deb hisoblaymiz ya’ni
T(t). Botirilgan jism temperaturasi T uning barcha gismida har bir vagt momentida bir xil deb faraz gilamiz,
T =1(t). U holda bizga ma’lum bo‘lgan Nyutonning sovutish gonuni, quyidagidan iborat: tezlikning o‘zgarish
tezligi temperaturalar ayirmasi T — T ga proporsional. Nyutonning sovutish gqonuni quyidagi birinchi tartibli oddiy
differensial tenglama ko'rinishida yozilishi mumkin:

dr
A
= (T'-7)

bu yerda kbotirilgan jism tarkibiga va o‘rab turgan muhit xossasiga bog‘liq bo‘lgan musbat konstanta.

Suyugliklar dinamikasi. Suyugliklar dinamikasining fundamental matematik modeli quyidagi sigiladigan
suyuqlikni (gazni) ifodalovchi, birinchi tartibli xususiy hosilali chizigli bo‘lmagan differensial tenglamalar siste-
masidan iborat:
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p,+9-Vp+pdivh =0,  p[9 +(9-VWV]|+Vp=0, p +83-Vp+A(p;p)divV =0,
A(p; p) — ixtiyoriy funksiya va u S(t) entropiya bilan tenglama bog‘liq.
oS

o
S0 =pe

op

Tezlik 9, bosim p va zichlik p — erksiz o‘zgaruvchilar rolini bajaradi. Erkli o‘zgaruvchilar bo'lib, t vaqt va
nugtaning fazodagi X = (x, y, z) koordinatalari xizmat giladi. Agar suyuglikning entropiyasi doimiy S = const
bo‘lsa, u holda suyuqlikni izentropik deb ataladi. Funksiyaning politrop ogimi holatida tenglik S(t) =y - p ko'ri-
nishni oladi, bu yerda y — o‘’zgarmas bo‘lib, adiabatik (politrop) eksponenta deb ataladi. y = 5/3 hol bir atomli
gaz ogimiga mos keladi. Bu hol muhim, chunki, xususan quyosh atrofi asosan bir atomli gazlardan iboratdir.
Shunday qilib, bir atomli gazlar quyidagi tenglamalar bilan ifodalanadi:

p,+9-Vp+pdivh =0,  p[9 +($-VV]+Vp=0, pt+19-Vp+§pdivV=0

Boshga muhim fizik holat adiabatik eksponenta y = 2 ga teng tekis izentropik gaz ogimiga mos keladi
(ya’ni S = const). Izoentropik ogim sharti gazodinamikaning tenglamasidan oxirgi tenglamani tashlab yuborish
imkoniyatini beradi. U holda, p = 1, p = hg bu yerda g — gravitatsion tezlanish, biz birinchi ikkita tenglamani
quyidagi sistemaga keltiramiz:

h+9-Vh+hdivi =0; [$ +(9-VWV]+gVh=0

Bu yerda v — ikki o'lchovli vektor va V — Gamiltonoperatori, V, , — uning komponentalari. Tenglamalar
sayoz suv shartida oqimni ifodalaydi, bu yerda (x; y)—qgattiq asosli tekislik koordinatasi, h — asosdan suv sirti-
gacha bo‘lgan balandlik. Potensial tekis bargaror bo‘lmagan tovush tezligiga yagin tezlik bilan ogayotgan gaz
ogimining tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2u, +uu, —u, =0

Nave—Stoks tenglamalari. Sigilmaydigan qovushqoq suyugliklar ogimi quyidagi ko‘rinishdagi Nave—Stoks
tenglamalariga bo‘ysunadi:

V,+(V-VW+=9AV, divV =0

V = (v', v2, V®) — va p — bosim erksiz o‘zgaruvchilar hisoblanadi, p — zichlik farazga ko‘ra berilgan o‘zgar-
masdir. v — parametr suyuqlikning govushqoqligi bilan aniglanadi. Gazni tozalash hagidagi masala. Gazni oltin-
gugurt va vodorod aralashmasidan tozalash uchun uni skrubber (u yoki bu tarkibni to‘plovchi idish) orqali o‘tka-
zishadi. Apparatning bargaror tartibda ishlab, yutgichning ingichka gatlami orqali yutiladigan gaz aralashma-
sining migdori aralashma konsentratsiyasiga hamda gatlamning ko‘ndalang kesimiga proporsional. Skrubber
asosining radiusi R, balandligi H bo‘lgan konus shaklidadir. Gaz konus tepasidan kelib tushadi. Agar oltingugurt
va vodorod aralashmasi konsentratsiyasi kelib tushayotgan gazda a%, chigayotganida b% ga teng bo'lsa,
skrubberdagi oltingugurt va vodorod aralashmasi konsentratsiyasining konus balandligidan gatlamgacha
bo‘lgan masofani funksiya sifatida bog'ligligini toping. Masalaning matematik modeli ya’ni differensial tengla-
masining ko‘rinishi quyidagicha:

2

R
dq = kq - ﬂ[?thdh .

Javob. Izlanayotgan konsentratsiyaning h masofaga va konus balandligiga bog‘ligligi quyidagi ko‘rinishda
bo‘ladi:
3

5

q= exp{kﬂR2 }3h
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Amaliy mashg‘ulotlarda va mustaqil ishlarda umumtexnika mazmunidagi masalalardan foydalaniladi:
mexanik, fizik va boshgalar. Masalan, jismning sovushi hagidagi masala (issiglik texnikasi). Ochiq havoda
jismning sovush tezligi, jism temperaturasi bilan havo temperaturasi ayirmasiga proporsional. Agar havoning
20°C li temperaturasida, 20 minutda jism 100°C dan 60°Cgacha sovusa, uning temperaturasi 30°C gacha tu-
shishi uchun gancha vaqt talab etiladi?

Tenglamaning matematik modeli:

dr

o = k(7 — 20) - o'zgaruvchilarga ajraladigan tenglama.
{

Gazni ionlashtirish hagidagi masala. Gaz mavjud muhitni doimiy nurlantirish hisobiga ionlashtirish
jarayoni bo'lib o‘tadi. Unda 1 sekundda berilgan gaz hajmida q musbat va manfiy ionlar tashkil topadi. Natijada
musbat va manfiy ionlar yana o‘zaro qo‘shiladi (ionlar rekombinatsiyasi) va ularning soni kamayadi. Umumiy n
sondan har bir sekundda musbat ionlardan bir gismi, ularni sonining kvadrati proporsional (proporsionallik koef-
fitsiyenti a = const, gazning holati va tabiatiga bog'liq) gismiga qo‘shilishini hisobga olib, n ionlar sonini t vagtga
bog'ligligini toping. Bu masala uchun matematik modelni tuzishni qarab chigamiz. O‘qituvchi talabalar digga-
tini vaqt o'zgarishi bilan, ionlarni tashkil topishi ham o‘zgarishiga qaratib, funksiya va argumentni aniglashni
taklif giladi. Shu bilan birga o‘gituvchi, kichik vaqt oralig‘ida notekis o‘tadigan jarayonlarni tekis deb garalishini
tushuntirib o‘tadi. Talabalar, masalalarni yechish tajribalariga tayanib, yetarlicha kichik vaqt oralig‘ida jarayonni
modellashtirish kerakligini bilishadi, gaz muhitida har dt sekundda dn ionlarmavjud bo‘ladi, har bir sekundda
musbat ionlar q - dn ionlashtiriladi va masala shartiga ko‘ra an2dt rekombinatsiyalashadi. Birlik vaqt ichida
ionlarning umumiy sonini ifodalovchi, ionlashtiriigan va rekombinatsiyalashgan ionlar soni orgali matematik
modelni yozishadi:

dn = qdt — an’dt. t = 0 da n = 0 boshlang‘ich shartlar.

Amaliyot mashg‘ulotlaridagi masalalar to‘plamiga o‘zgartirish kiritish haqgidagi keyingi taklifimiz — maxsus
tanlangan masalalarni yechish jarayonida talabalar diggatini qaralayotgan holatga matematikani tatbiq qilishga
kuchaytirishdan iborat.

Holat va hodisalarga matematikani tatbiq gilishga talabalarni o‘rgatish bevosita matematik modellashtirish
metodini go‘llash bilan bog‘liqdir. Mazkur yondashuv talabalarning nazariy bilimlarini amaliy jarayonlar bilan
uyg‘unlashtirish, mantigiy va analitik fikrlash gobiliyatlarini rivojlantirish hamda muammolarni mustagil hal gilish
ko‘nikmalarini shakllantiishda muhim ahamiyat kasb etadi.
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