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LOBACHEVSKIY
GEOMETRIYASI: NOEVKLID
GEOMETRIYANING NAZARIY
ASOSLARI, GEOMETRIK
XUSUSIYATLARI VA
TA'LIMDAGI AHAMIYATI

Namozov Diyorbek Baxtiyor o‘g’li
Termiz davlat pedagogika instituti
matematika va informatika ta’lim yo‘nalishi 4-kurs talabasi
ORCID: 0009-0005-8123-411X

Annotatsiya: Ushbu maqolada Lobachevskiy geometriyasining vujudga kelishi, uning Yevklid geometriyasidan farqli
aksiomatik asoslari hamda giperbolik tekislikning asosiy geometrik xususiyatlari tizimli ravishda tahlil gilinadi. Tadqgigot
markazida parallellik aksiomasining muqobil talgini, giperbolik to‘g‘ri chiziglar, uchburchaklar, burchaklar yig‘indisi, masofa
va sirt egriligi kabi tushunchalar turadi. Maqolada noyevklid geometriyaning fagat tarixiy matematik kashfiyot sifatidagi
emas, balki zamonaviy matematik tafakkur, aksiomatik yondashuv va modellashtirishni rivojlantiruvchi nazariy vosita sifa-
tidagi ahamiyati asoslanadi. Poincaré diski va yuqori yarim tekislik kabi modellar orqali abstrakt giperbolik geometriyani
ko‘rgazmali tushuntirish imkoniyatlari ko‘rib chigiladi. Shuningdek, Lobachevskiy geometriyasini oliy ta’limda o‘gitishning
metodik jihatlari, talabalarni Yevklid va noyevklid geometriyalarni giyosiy o‘rganishga jalb etish usullari hamda matematik
isbotlash ko‘nikmalarini rivojlantirishdagi o‘rni tahlil gilinadi. Tadgiqot natijasida noyevklid geometriya elementlarini ta’lim
jarayoniga magsadli kiritish talabalarning fazoviy tasavvuri, mantigiy xulosalashi va aksiomatik fikrlashini kuchaytirishi
mumkinligi asoslandi.

Lobachevskiy geometriyasi, noyevklid geometriya, giperbolik geometriya, parallellik aksiomasi, Yevklid
geometriyasi, giperbolik tekislik, Poincaré modeli, uchburchak, egrilik, aksiomatik fikrlash.

Abstract: This article systematically examines the emergence of Lobachevsky geometry, its axiomatic foundations,
which differ from those of Euclidean geometry, and the main geometric properties of the hyperbolic plane. Particular
attention is paid to the alternative interpretation of the parallel postulate, hyperbolic lines, triangles, angle sums, distance,
and curvature. Non-Euclidean geometry is considered not only as a historical achievement of mathematics but also as
a theoretical tool for developing axiomatic reasoning, mathematical modeling, and logical thinking. The article discusses
the use of the Poincaré disk and upper half-plane models to visualize abstract concepts of hyperbolic geometry. It also
analyzes methodological approaches to teaching Lobachevsky geometry in higher education and its role in developing
proof skills, spatial imagination, and comparative mathematical reasoning.

Lobachevsky geometry, non-Euclidean geometry, hyperbolic geometry, parallel postulate, Euclidean geom-
etry, hyperbolic plane, Poincaré model, triangle, curvature, axiomatic reasoning.

AHHOTauusA: B cTtatbe CUCTEMHO paccMaTpuBakOTCs BOSHUKHOBEHWE reOMETpUmn JlobayeBckoro, eé akcmomaTuyeckme
OCHOBbI, OTfIMYatOLLMECH OT E€BKIMAOBOW reOMETPUN, U1 OCHOBHbLIE FEOMETPUYECKNE CBOMCTBA rmnep6onv|qe0|<0|?1 nno-
ckoctu. Ocoboe BHMMaHue yaoeneHo anbsTepHaTUBHOM TPAKTOBKE akCMOMbI MapannenbHOCTH, rmnep6on|/|quKMM npsAMbIM,
TpeyrosibHMKam, cymMmmMme YyrrnoB, pacCTOAHUIO N KPUBU3HE. HeeBknnaoBa reomMeTpus paccMaTpuBaETCA HE TOMbKO Kak
NUCTOpMYeckoe OOCTMXeHne MateMaTukn, HO U KaK CpeacCTBO pPa3BUTUA aKCMOMATU4YeCKOro MbllUIeHUsA, MatemMatmnye-
CKOro moaenupoBaHusa 1 nNorm4eckoro paccyxaeHusa. AHaJ'WI3I/IpyIOTCF| BO3MOXHOCTW MUCMNOJNb30BaHUA Moaernu ﬂyaHKape
1 MOZENN BEPXHEN nonynnocKoCTN Ana HarnagHoro 0ObsACHEeHUs! a6CTpaKTHbIX NOHATUN rmnep6onmquK017| reomeTpun.
Kpome Toro, packpbiBaloTcsi METOAMYECKNE acnekTbl MpenogaBaHnsi reoMeTpun JlobayeBckoro B BbICLLEM 06pa3OBaHMM
1 €€ ponb B pa3BUTUM HaBbIKOB LOKa3aTeNbCTBA U MPOCTPAHCTBEHHOIO MbILLSIEHUS.

reomeTpud JlobayeBckoro, HeeBkNMAoOBa reomeTpuAa, rmnep6onmquKa;| reoMmeTpud, akCcmoma naparn-
NernbHOCTHN, €BKINMMAOBa reOMeTpud, FVII'Iep6OJ'IVI‘-IECKaF| NIIOCKOCTb, MOAeIb I'IyaHKape, TPEeYronbHUK, KpuBn3Ha, akcmoma-
TUYeCKOoe MblLUIieHune.

Lobachevskiy geometriyasining paydo bo‘lishi matematika tarixida geometriyaning mazmuni va aksioma-
tik tabiatiga bo‘lgan qarashlarni tubdan o‘zgartirgan voqgealardan biridir. Klassik davrda Yevklidning “Negizlar’
asari geometriyaning mantigiy qurilishi uchun asos bo‘lib xizmat gilgan. Biroq beshinchi postulat, ya’ni paral-
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lellik masalasi boshqga postulatlarga nisbatan murakkabroqg ko‘rinishga ega bo‘lgani sababli, asrlar davomida
matematiklarni uning mustagqilligi hagida o‘ylashga majbur qildi!".

Parallellik aksiomasini isbotlashga qaratilgan ko‘plab urinishlar oxir-ogibat geometriyaning yagona mumekin
bo‘lgan tizim emasligini ko‘rsatadigan yangi g‘oyalar uchun zamin yaratdi. Nikolay Ivanovich Lobachevskiy
1820-1830-yillarda ushbu masalaga prinsipial jihatdan boshgacha yondashib, parallellikning yevklidcha shak-
lini rad etgan holda, ichki jihatdan izchil geometriya qurish mumkinligini ko‘rsatdi 2.

Keyinchalik Bolyai va boshqa olimlarning ishlari ham noyevklid geometriyaning mustaqil nazariya sifatida
shakllanishiga xizmat qildi. Lobachevskiy geometriyasi odatda giperbolik geometriya deb ataladi. Uning asosiy
fargi shundaki, berilgan to‘g'ri chiziqgda yotmaydigan nuqta orqgali shu to‘g‘ri chizig bilan kesishmaydigan bir
nechta to‘g’ri chiziglar o‘tkazish mumekinligi gqabul gilinadi. Bu oddiygina bitta aksiomani o‘zgartirish bilan chek-
lanmaydi: parallellik hagidagi yangi postulat geometriyaning ko‘plab boshqa teoremalariga ta’sir giladi ©I.

Mavzuning dolzarbligi, avvalo, geometriyaning aksiomatik tabiatini anglash bilan belgilanadi. Talaba odatda
kundalik tajribasiga tayangan holda tekislikni Yevklid fazosi sifatida tasavvur giladi. Noyevklid geometriya esa
matematik obyektlarning xossalari gabul gilingan aksiomalar tizimiga bog‘liq ekanini ko‘rsatadi. Shu sababli
Lobachevskiy geometriyasini o‘rganish nafagat maxsus geometrik bilim, balki matematik fikrlash madaniyatini
ham shakllantiradi.

Tadgigotning magsadi Lobachevskiy geometriyasining nazariy asoslarini, uning Yevklid geometriyasidan
farglarini, giperbolik tekislikning asosiy xususiyatlarini va mazkur nazariyani ta’lim jarayonida o‘rganish imkoni-
yatlarini ilmiy jihatdan tahlil gilishdan iborat. Ushbu magsadga erishish uchun parallellik postulatining ikki xil
talqini giyoslanadi, giperbolik uchburchak xossalari ko'rib chiqiladi va geometrik modellar tahlil gilinadi.

Yevklidning geometriyaga oid klassik asari aksiomatik qurilishning tarixiy asosini tashkil etadi. Unda ta'riflar,
postulatlar va umumiy tushunchalar orgali geometrik natijalarga bosgichma-bosqich erishish tamoyili shakl-
langan!l. Keyinchalik aynan beshinchi postulatning magomi geometriya asoslarini o‘rganishning eng murakkab
masalalaridan biriga aylandi.

Greenbergning tadqgiqotlarida Yevklid va noyevklid geometriyalarning tarixiy hamda mantiqiy rivojlanishi
batafsil tahlil gilinadi. Muallif geometriyaning rivojlanishini faqgat yangi teoremalar kashf etilishi emas, balki aksi-
omatik tizimlarning mustaqilligi va modellar orqali izchil asoslanishi bilan bog‘laydi .

Hartshorne geometriyani Yevkliddan keyingi rivojlanish nugtayi nazaridan ko‘rib chiqib, klassik geometri-
yani zamonaviy aksiomatik qarashlar bilan bog‘laydi. Uning yondashuvi geometriyadagi intuitiv tasavvurlar va
formal isbot o‘rtasidagi munosabatni tushunishga yordam beradi®.

Beardonning asarlarida giperbolik geometriya va diskret guruhlar bilan bog‘liq matematik tuzilmalar chuqur
yoritiladi. Ushbu yo‘nalish giperbolik tekislikning fagat boshlang‘ich geometriya emas, balki zamonaviy mate-
matik nazariyalarda ham muhim o'rin tutishini ko‘rsatadi©.

Coxeter noyevklid geometriyani klassik geometriya bilan tarixiy va nazariy jihatdan qiyoslab, giperbolik
fazodagi geometrik munosabatlarning o‘ziga xosligini ochib beradil. Bu manbalarda uchburchaklar, parallellik
va masofa kabi tushunchalarning o‘zgarishi izchil tahlil gilingan.

Adabiyotlar tahlili shuni ko‘rsatadiki, Lobachevskiy geometriyasini o‘rganishda uchta asosiy yondashuv
mavjud: tarixiy yondashuyv, aksiomatik yondashuv va modellashtirish yondashuvi. Tarixiy yondashuv nazari-
yaning ganday paydo bo‘lganini tushuntirsa, aksiomatik yondashuv uning mantigiy asoslarini ochib beradi.
Modellashtirish esa abstrakt g‘oyalarni ko‘rgazmali shaklda tushunish imkonini beradi.

Tadqigot nazariy-analitik xarakterga ega. Unda tarixiy-mantiqiy tahlil, giyosiy tahlil, aksiomatik yondashuyv,
geometrik modellashtirish va pedagogik interpretatsiya usullaridan foydalanildi.

Tarixiy-mantiqiy tahlil Lobachevskiy geometriyasining shakllanishi va parallellik muammosining rivojlan-
ishini aniglashga xizmat qildi.

Qiyosiy tahlil orgali Yevklid va Lobachevskiy geometriyalarida bir xil terminlarning turlicha mazmun kasb
etishi o‘rganildi. Xususan, parallel chiziglar, uchburchak burchaklari yig‘indisi, o'xshashlik va tekislik egriligi
masalalari giyoslandi. Aksiomatik yondashuv esa geometriyadagi natijalar qaysi asosiy farazlardan kelib chi-
gishini aniglash imkonini berdi.

Modellashtirish usulida Poincaré diski va yuqgori yarim tekislik modellarining didaktik imkoniyatlari ko‘rib
chiqildi. Mazkur modellar giperbolik geometriyani oddiy Yevklid tekisligida tasvirlash imkonini bergani sababli,
ulardan talabalarga nazariy tushunchalarni tushuntirishda foydalanish mumkin. Tadgigotda matematik tushun-
chalarni o'qitish jarayoniga moslashtirishda izchillik tamoyili asos gilib olindi: avval o‘quvchiga tanish bo‘lgan
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Yevklid geometriyasi xossasi eslatiladi, keyin uning gaysi aksiomaga bog'ligligi ko‘rsatiladi va nihoyat boshqa
aksiomatik tizimda ganday natija yuzaga kelishi tahlil gilinadi.

Lobachevskiy geometriyasini tushunish uchun, avvalo, parallellik tushunchasining ikki xil aksiomatik
talqginini ajratish zarur. Yevklid geometriyasida berilgan to‘g‘ri chizigda yotmagan nuqta orqgali undan o‘tuvchi
fagat bitta parallel to‘g‘'ri chizig mavjud. Giperbolik geometriyada esa shu nuqtadan berilgan to‘g‘ri chizigni
kesmaydigan, turli yo'nalishlarda joylashgan cheksiz ko'p to‘g'ri chiziglar mavjud bo‘ladi ?. Bu farq geometri-
yaning boshqa xususiyatlarini ham o‘zgartiradi. Masalan, Yevklid tekisligida uchburchakning ichki burchaklari
yig‘indisi doimo 180° ga teng. Giperbolik tekislikda esa har qanday uchburchakning ichki burchaklari yig‘indisi
180° dan kichik bo‘ladi®. Burchaklar yig‘indisi bilan 180° o‘rtasidagi farq giperbolik nugson deb ataladi. Giper-
bolik uchburchakning burchaklar yig‘indisi uning maydoni bilan ham bog‘liq. Normallashtirilgan birlik egrilik
sharoitida uchburchak maydoni burchak nugsoni orqali ifodalanishi mumkin. Bu munosabat Yevklid geometri-
yasidagi uchburchak maydonini asosiy elementlar orqali aniglashdan farqli bo'lib, giperbolik fazoning egriligini
bevosita geometrik o‘lchov bilan bog‘laydi . Parallellik tushunchasining o‘zgarishi masofa va o‘xshashlikka
ham ta’sir giladi. Yevklid geometriyasida bir xil burchaklarga ega uchburchaklar o‘’xshash bo‘lishi mumkin va
ularning o‘lchamlari turlicha bo‘ladi. Giperbolik geometriyada esa uchburchaklarning burchaklari ularning shakli
va olchami bilan yanada qat’iy bog‘langan.

Natijada barcha burchaklari teng, lekin o‘lchamlari turlicha bo‘lgan uchburchaklar Yevklid geometriyasi-
dagidek erkin mavjud emas. Giperbolik geometriyaning eng muhim modellaridan biri Poincaré disk modelidir.
Unda giperbolik tekislik birlik doira ichidagi nuqgtalar orqali tasvirlanadi. Giperbolik to‘g‘ri chiziglar esa doira
chegarasiga ortogonal bo‘lgan aylana yoylari yoki markazdan o‘tuvchi diametrlar ko'rinishida ifodalanadi ©.
Bunday modelning asosiy didaktik afzalligi abstrakt geometriyani ko‘rish imkonini berishidir. Yuqori yarim teki-
slik modeli ham giperbolik geometriyani o‘rganishda muhim vositadir. Ushbu modelda nuqtalar koordinata
tekisligining yuqori yarim gismida joylashadi, giperbolik chiziglar esa haqigiy o‘gni ortogonal kesuvchi yarim
doiralar yoki vertikal to‘g‘ri chiziglar sifatida ifodalanadi. Ikki model o‘zaro matematik jihatdan ekvivalent bo'lib,
turli masalalarni tushuntirishda qulaylik yaratadi.

Lobachevskiy geometriyasining yana bir muhim xususiyati — parallel chiziglarning Yevklid geometriyasi-
dagidek bir xil masofada qolmasligidir. Giperbolik tekislikda bir chizigdan ikkinchi chiziggacha bo‘lgan masofa
yo‘nalishga qarab o‘zgarishi mumkin. Bu holat talabaga “parallel” tushunchasining fagat kundalik fazoviy
tasavvur bilan chegaralanmasligini ko‘rsatadi. Noyevklid geometriya tushunchasi uch o‘lchamli fazo bilan ham
bog'liq. Giperbolik geometriya ikki o'lchamli giperbolik tekislikdan boshlansa-da, uning g‘oyalari yuqori o‘lchamli
giperbolik fazolarga umumlashtiriladi. Bunda manfiy egrilik tushunchasi markaziy rol o'ynaydi. Riman geometri-
yasi va differensial geometriyaning rivojlanishi natijasida bunday garashlar yanada umumlashtirildi ©!.

Lobachevskiy geometriyasining ilmiy ahamiyati uning matematikaning boshqa bo‘limlari rivojiga ta’sirida
ham ko‘rinadi. Geometriyaning yagona fazoviy tasavvurga bog‘lig emasligi matematik modellarni turli aksiom-
alar asosida qurish mumkinligini ko‘rsatdi. Bu keyinchalik abstrakt algebra, topologiya va differensial geometri-
yadagi aksiomatik yondashuvlarning rivojlanishiga mos keluvchi umumiy ilmiy metodologiyaning kuchayishiga
xizmat qildi.Geometriyani o‘qitish nuqtayi nazaridan Lobachevskiy geometriyasini birdaniga murakkab formu-
lalar bilan boshlash magsadga muvofiq emas. Avvalo, talabalarga Yevklid geometriyasining parallellik xossasi
beriladi. Keyin “Agar ushbu shart boshqacha qabul qilinsa, geometriya izchil goladimi?” degan muammo
go'yiladi. Shu tarzda talaba noyevklid geometriyaning mantigiy sababini anglaydi. Ta’lim jarayonida giyosiy
topshiriglardan foydalanish samarali bo‘lishi mumkin. Masalan, talabalardan Yevklid va giperbolik tekislik-
dagi uchburchaklarning burchaklari yig‘indisini taqqoslash, Poincaré diskida geodeziklarni aniglash, parallellik
haqgidagi ikki aksiomani formulalash va ularning natijalarini izohlash talab etiladi. Bunday topshiriglar tayyor
ta’rifni yodlashdan ko‘ra, mantigiy xulosaga kelishni rag‘batlantiradi.

Noyevklid geometriyani o‘rganishning psixologik-metodik giyinchiligi ham mavjud. Talaba uzoq vaqt davo-
mida “to‘g’ri chiziq”, “parallel”’, “uchburchak” kabi tushunchalarni fagat Yevklid modelida tasavvur gilgani uchun
yangi geometriyani dastlab garama-qarshi deb gabul gilishi mumkin. O*qituvchi bu holatda “noto‘g‘ri geometriya”
degan bahodan qochib, “boshqga aksiomatik tizim” tushunchasini asosiy metodik kalit sifatida berishi kerak.
Lobachevskiy geometriyasini ragamli vositalar bilan o‘gitish ham samarali imkoniyatlarga ega. Interaktiv grafik
dasturlar yordamida giperbolik chiziglar, burchaklar va masofalar tasvirlanishi mumkin.

Bunda talaba parametrlarni o‘zgartirib, geometrik xossalarning qanday almashishini kuzatadi. Vizual
eksperiment keyinchalik formal isbotga olib borilsa, nazariya va amaliy tasavvur o‘rtasidagi bog'liglik kuchayadi.
Lobachevskiy geometriyasi tarixini o‘rganish ham muhim metodik vosita hisoblanadi. Lobachevskiy, Bolyai va
boshqga olimlarning parallellik muammosi ustidagi ishlari misolida matematik g‘oya bir kunda paydo bo‘Imasligi,
uzoq davom etgan ilmiy izlanishlar natijasida shakllanishi ko‘rsatiladi. Bu yondashuv matematika tarixini fan
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mazmunidan ajratib qo‘ymasdan, uning rivojlanish mantig‘i bilan bog‘lash imkonini beradi. Umuman olganda,
tahlil natijalari Lobachevskiy geometriyasini uch darajada o‘rganish mumekinligini ko‘rsatadi.

birinchi daraja — tarixiy va aksiomatik mazmun;
ikkinchi daraja — giperbolik tekislikning geometrik xususiyatlari;
uchinchi daraja — modellar, hisoblash va ta’limiy qo‘llanmalar.

Ushbu uch bosgich izchil qo‘llansa, noyevklid geometriyaning murakkabligi sezilarli darajada kamayadi.

Lobachevskiy geometriyasi geometriyaning aksiomatik tabiatini chuqur anglash imkonini beradigan
mustaqil matematik tizimdir. Uning shakllanishida parallellik postulatining maqomi haqidagi uzoq tarixiy
munozaralar muhim rol o‘ynagan. Lobachevskiy ushbu masalaga muqobil aksioma asosida yondashib, giper-
bolik geometriyaning ichki izchilligini namoyish etdi. Tahlil natijasida Yevklid va giperbolik geometriya o‘rtasi-
dagi asosiy farglar parallellik, uchburchak burchaklari yig‘indisi, o‘xshashlik, masofa va egrilik tushunchalarida
namoyon bo'lishi aniglandi. Giperbolik geometriyada uchburchak burchaklari yig‘indisi 180° dan kichik bo'lib,
uning burchak nugsoni giperbolik maydon bilan bog‘lanadi. Poincaré diski va yuqori yarim tekislik modellari esa
ushbu abstrakt xususiyatlarni vizual tasvirlash imkonini beradi.

Ta’'lim nuqgtayi nazaridan noyevklid geometriyaning eng katta giymati talabaning “geometrik hagigat” tush-
unchasiga bo‘lgan qarashini kengaytirishidir. Talaba ma’lum teorema qaysi aksiomalar tizimida isbotlanganini
farglashni, bir xil atamaning turli geometrik modellar doirasida turlicha mazmun kasb etishini va matematik
nazariya izchil aksiomalar tizimi orqali qurilishini o‘'rganadi. Shu asosda geometriya kurslarida Lobachevskiy
geometriyasiga oid qisqa tarixiy kirish, Yevklid va giperbolik parallellikni giyoslash, giperbolik uchburchaklar
bilan ishlash va Poincaré modelini o‘rganishga garatilgan amaliy topshiriglarni kiritish tavsiya etiladi. Ragamli
grafik vositalardan foydalanish esa mavzuning ko‘rgazmaliligini oshirishi mumkin. Kelgusida Lobachevskiy
geometriyasining matematik modellashtirish, kompyuter grafikasi va zamonaviy geometriyani o‘gitishdagi
go'llanilish imkoniyatlarini alohida tadqiq qilish magsadga muvofiq. Aynigsa, giperbolik modellarni interaktiv
dasturlar yordamida o‘rgatish bo‘yicha amaliy metodikalar ishlab chigish istigbolli yo‘nalish hisoblanadi.
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